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超並列処理に向く効果的な並列固有値計算法

片 桐 孝 洋 ���� 金 田 康 正���

本論文では，密対称行列の全固有値を計算する効率の良い並列アルゴリズムについて述べる．この
アルゴリズムは，行列の次元が小さい場合や超並列処理を行う場合に特に効果的である．また �
��

台構成の日立の分散メモリ型並列計算機 ����
� を用いて性能評価を行った．その性能評価の結果，
我々のルーチンは広く用いられている ��
������の同種ルーチンに比べて，行列の次元が小さい
時に約 ��� 倍高速であることが明らかになった．
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�� は じ め に

密対称行列の固有値問題を解くためのソルバは多く

の研究者によって並列化されてきている ������ しかし

ながら，超並列処理 ��������	
 ����		�	 ��
��������

����向きの並列化についてはあまり考慮や実装評価

がされてこなかった．この理由は，���実際に利用可

能な���マシンがほとんどなかったこと；���効率

的な���向きの実装が困難であったこと；に起因す

るものと考えられる．特に行列の次元が小さく多くの

プロセッサを用いて並列処理する場合，十分に性能を

引き出すことが困難である．このような状況は ���

の実行環境でよく生じる．

今日���のための並列計算機が構築され始めてお

り，それらは実際に利用可能な数百のプロセッサを有
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する．このような���環境では，従来のアルゴリズ

ムに基づくソフトウエアでは十分に性能を引き出せな

いことが予想される．なぜならばこれらの従来ソフト

ウエアは，高々数十のプロセッサ環境しか想定してい

ないからである．

さて密対称行列の固有値を計算するための効率の良

いアルゴリズムとして，�
����
	���アルゴリズムが

知られている．しかしながら，対称性を利用する従来

の �
����
	��� アルゴリズム ����������� には，対称性

を利用しないアルゴリズムに対して通信時間が増加し

てしまうという問題がある．もちろん，この従来のア

ルゴリズムは対称性を利用することで演算量を半分に

抑えてはいるが，���環境では通信量の増加につい

て無視することはできない．一方データ参照の局所性

を高め，性能を向上させるブロック化を施した三重対

角化アルゴリズムの実装も多くなされてきた ��������．

ところがこれらブロック化アルゴリズムにおいても，

対称性利用の議論と同様に通信量が増すという問題が

あることが知られている ���．したがって，対称性を

利用する�しない，ブロック化をする�しない，を考慮

してアルゴリズムを設計することが���環境では重

要である．

そこで我々は，対称性を利用しない上にブロック化
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をしない最も通信を減らした三重対角化アルゴリズム

が，従来アルゴリズム（対称性を利用，ブロック化を

行う）アルゴリズムよりも���環境で有効となる場

合があることを実機を用いて示す．さらにこのアルゴ

リズムを用いることにより，従来の対称性を利用した

アルゴリズムに対して行列のサイズが小さいときでも

高性能であることを示す．

本論文の構成は以下の通りである．まず第 � 章で，

並列計算環境の概要や表記法，およびデータ分散方式

についてまとめる．第 �章で標準固有値問題の全ての

固有値を計算できる並列アルゴリズムを説明し，第 �

章で日立の分散メモリ型並列計算機 ������ を用い

て本アルゴリズムの評価を行う．最後に第 �章でまと

めを行う．

�� 並列計算環境の概要，表記法，データ分散
方式

我々の想定する並列計算機は，均質的な演算素子

（� ）で構成されているとする．またそれらの� は，

二次元メッシュ構成 � � � ! � （� は � の数）を

取るとともに，各 � は ������������� �����	 !

�
 �
 ���
 �� �
����� ! �
 �
 ���
 ���� とラベル付けさ
れ，放送や局所的に所有されているデータに対しての

加算といったようなリダクション操作が行えるように

相互ネットワーク網で接続されているとする．

この論文では，以下に示す良く知られている�
���"

�
	���法が相似変換で用いられている．

#定理$ ベクトル 	 � �� が与えられるとすると，以

下に示すベクトル � � �� とスカラ 
 � � が存在
する：

�� � 
��� �	 ! ���
 � � � 
 �	
��
 � � � � 
 ��� 

ここで � ! ��			�
����� ���

ベクトル � � ��
 � � � 
 �
 �		� � �
�		�
 � � � 
 ���� �
とスカラ 
 � �����% ��		���� は 上記の定理を満た
す．また ������� ! ��		� � ��� % ��		� % � � � % ��� !

��%��%���		��� ! ����% ��		���� ! ��
 なので


��� ! � である� � の符号はベクトル � の計算時の

桁落ちを防ぐ為に �		� と同符号にとる．ここで変換

�� � 
��� �	 を ��	��	�と表記する．この変換は要

素 ��
 � � � 
 �	 に作用しない．さらに変換 ��	��	�に

必要なベクトルとスカラの組みを ��
 
� と表記する．

次に行列のデータ分割方法について述べる．いま &

を 行列 � の行方向の添字集合し，' を列方向の添字

集合とする．ここで � � &
' は � 	 � 	 �で， � は

行列 � の次元である．これらの集合はデータ分散の

方式により各 � で異なる．ここでは，二次元分散方

式である �(
�	��� (
�	���格子分散方式を以下のよう

に定義する．

& ! 
����	% � % �� � ����

�� ! �
 �
 � � � 
 ����������	% � % �����

 ����
��
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����� % � % �� � ����

�� ! �
 �
 � � � 
 ����������� % � % �����
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ここで，関数 ���������� は

�������
 �� !

�
�) � 	 � *��� �% �

�) � � � *��� �
���

である．

最後に，表 �において並列アルゴリズムを記述する

ための表記法をまとめる．

表 � 数学的な表記法とその説明
��#�� $ %����������� �	����	� ��� ��� �&�������	��

表記 説明
�，�，� スカラ � �．
�，�，� ベクトル � ��．
��，��，	� 上記のベクトル �
 �
 � における � 番目の要素．
�� 集合 ' で示された添字から構成した，

上記ベクトル � の部分ベクトル．
� 行列 � ����．
������ �
 � � �，
 番目の行と � 番目の列で構成した

上記の行列 � の部分ベクトル．
���� 集合 ' により示された行，および 
 列で構成した

上記の行列 � の部分行列．
���� 行列 � の 第 � 反復時の行列．

�� 並列アルゴリズムの説明

��� 全体の処理の概要

ここでは既に処理対象の行列要素は � 上に分散

されているとする．このとき我々の並列アルゴリズ

ムでは，以下に示す良く知られている �
����
	���"

+����*�
�法を用いた � つの手順で，標準固有値問題

�	� ! ��	� の全固有値 �� � � �� ! �
 �
 ���
 �� を計

算する．

手順 �� 並列に密対称行列 � を三重対角行列 � に変

換する．

�三重対角化ルーチン�

手順 �� 分散された三重対角行列 � の全ての非ゼロ要

素を全ての � が持つようにする．

�再分散ルーチン�

手順 �� 手順 ��で集まった三重対角行列 � の全固有

値を二分法で並列に計算する．

�固有値計算ルーチン�
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��� 三重対角化ルーチン

ここでは ���� � � から 三重対角行列 ������ � �

への変換を考える．��	� ! � � 
��� を行列 �に関

する � % �番目の反復に適用することで� 以下に示す

式を得ることができる：

��		�� ! ��	���	���	�

! ��	� � 
��	���� � 
�����	�

%
������	����

! ��	� � 	�� � ��� % 
���	��

! ��	� � ��� % ���� � 	��

! ��	� � ���� � ��� � � 	�� 
 ���

ここで

	 ! 
��	��
 �� ! 
����	�
 � ! 
��	� ���

いま � は対称なので 	 ! � であり，以下の式を得る．

��		�� ! ��	� � ��	� � ��� � � 	�� � �,�

ここで � 番目の反復では，行列 �	
��	
� における列

ベクトル �	
��	 が必要であることに注意する．この

列ベクトル �	
��	 を枢軸ベクトルと呼ぶ．

我々は既に式 �����,�の変換を用いた並列固有値ソ

ルバ 
����� を開発している．図 � に �(
�	��� (
�	���

格子分割方式による並列三重対角化のアルゴリズム ���

をのせる．図 �では，��� - ���� で枢軸ベクトルの転
送，���� - ����で行列"ベクトル積 	 ! 
��	��，����
- ���� で内積計算 � ! 
��	，そして ���� - ��.� で
行列更新 ��		�� ! ��	� � ��	� � ��� �� 	�� の各

処理を行なっている．

図 �では � 間での総和演算（リダクション操作）

が � に関する各反復毎に必要であることに注意する．

表 � に図 � の三重対角化におけるリダクション操作

の通信量をまとめる．ここで議論を簡単にするため，

� グリッドの構成は � � � �� 	 ��，かつ � は � で

割り切れることとする．またリダクション操作は二進

木通信方式で実現するものとする．

表 �から三重対角化では，リダクション操作の時間

は � グリッドの構成に影響すること，各反復におい

てリダクション操作を �回する必要があり通信量が比

較的多いことがわかる．

図 �に示す三重対角化は，一次元列サイクリック分

割方式を用いた三重対角化に比べて放送とリダクショ

ン操作における通信量を ��
�
� のオーダで減らせる

ことが知られている．同様のアルゴリズムを文献 .�，

���，���にみることができる．しかしながら，我々の

三重対角化は対称性を利用していないことから従来の
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図 � 三重対角化における並列アルゴリズム

((!������ !�����) 格子分割方式)
��"� $  ������� ��"	����� 
	� ��� ������"	����*���	��

(��� (!������ !�����) "���+���� ������#���	�)

三重対角化 ����� の計算量である ����� に対して，二

倍の計算量である 5���� を必要とする．

ところがデータ構造とデータ参照パターンが単純な

ことにより，通信量は従来の三重対角化 ����� よりも

少ない．この理由は従来アルゴリズムが対称行列用の

行列更新を行うために，図 � ����-��.�の行列更新処
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表 � 三重対角化における第 � 反復で必要なリダクション操作の通
信量

��#�� , !	���������	� �	����&����� 	
 �������	� 	����+

��	� 
	� ��� ������"	����*���	� �� ��� �+�� �����+

��	��

行番号 通信回数 １回当たりの通信量 注釈
�-� � �	"�(�) � $

�.�/�$,� � �	"�(�) � � (�	 � 0 $)�� � � 1 �

なら放送
�$2� � �	"�(�) � � (� 	 � 0 $)�� �

�$-�/�,$� � �	"�(�) � � (�	 � 0 $)�� � � 1 �

なら放送
�,3� � �	"�(�) � $

理を行列 � の上三角部分しか更新しないように改良

した後，以下の二通りの実装方法のどちらかを選ばな

くてはならないことによる．

��� 対称行列用データ構造を利用する実装法：

図 � ����-����の行列"ベクトル積において，行列
� が上三角部分しか保存されていないことから，

余分な通信処理と演算カーネルの再変更が必要．

��� 対称行列用データ構造を利用しない実装法：

図 � ����-��.� の行列更新処理を改良した上で，
下三角部分のデータを保存するためのデータ再分

散処理が必要．

さらにブロック化アルゴリズム ��を用いる場合は，ブ

ロック化のための余分な通信が必要になることにも注

意しておく．

表 �に各実装方式における行列"ベクトル積の通信

量をのせる．ここで表 � の通信量は，通信処理の実

装方式により大きく変わる．そこで実装方式 ���は文

献 3�による ���89�9(:での実装，実装方式 ���は

素朴な実装方式である全対全通信を用いる場合を仮定

する．

表 � 三重対角化における行列+ベクトル積を行なうための通信量
��#�� 4 !	���������	� �	����&����� 	
 �����&+����	�

��	���� 
	� ��� ������"	����*���	��

実装方式 通信回数 通信量の総和
実装方式 ($) 3� � �	"�(�) � ,�� � �	"�(�)�� �

実装方式 (,) � � �	"�(�) � ���, � � �	"�(�)�� �

0 � (�	 $) 0 (�	 $) (���(4�)

0 ���(,�))

アルゴリズム図 $ � � �	"�(�) � ���, � � �	"�(�)�� �

表 �から実装方式 ���は通信量の総和が ����� で

ある．よって他の方法に比べて通信時間が多いことが

予想されるのでここでは議論しない．

いま一回当たりの浮動少数点演算時間を，図 �のア

ルゴリズムにおいては ��，実装方式 ��� においては

��とする．さらに，一回当たりの通信立ち上げ時間を


，一データの転送時間を  とする．このとき，図 �

のアルゴリズムが実装方式 ���より高速となる条件は，

����� � ���� � ��� ! 	
�������
% � ��� �3�

となる．ここで �
 �
 �
 

  � �なので，������ ! �

のとき，不等式 �3�は常に成り立つ．したがってどち

らの実装方式が有効かは，図 �のアルゴリズムの演算

性能に大きく依存することがわかる．すなわち図 �の

アルゴリズムにおける演算処理が実装方式 ���に比べ

て二倍高速であるならば，図 �のアルゴリズムが常に

高速となる．ここで図 �のアルゴリズムにおける演算

処理の構成が，対称行列用データ構造を利用していな

いことから単純であることを考えると，実装方式 ���

の演算カーネルより効率良く実装できる可能性がある

ことに注意しておく．

一方問題サイズ �を固定した上で，演算性能よりも

通信性能が十分に悪い（��� �� � 
�  ）として � 

数を十分増加させる（�
 � �大）と，不等式 �3�が成

立しやすくなる．これらの理由から，� 数が増加す

るにつれ我々の三重対角化が従来のルーチンに比べて

高速になることが期待される．

さらにブロックサイクリック分割（ある幅をもって

�(
�	��� (
�	���格子分割する分割方式）は ��� が小

さい場合に激しい負荷バランスの崩れが生じるために，

我々の三重対角化ではこの分割を提供していない．な

ぜならこのような負荷バランスの崩れは���環境で

はよく生じるものと推察され，三重対角化でのブロッ

クサイクリック分割は���環境での並列ルーチンに

は適さないと考えられるからである ������．

��� 再分散ルーチン

各 � 上に三重対角行列全体を所有させるため，

�(
�	��� (
�	���格子分割された要素をこのルーチン

で再分散させる．

��� 固有値計算ルーチン

このルーチンでは，固有値を計算するための二分法

が実装されている．実装方式は文献 ���の������ルー

チンとほぼ同様である．我々の実装においては，固有

値の精度と実行時間に影響する孤立固有値を追い詰め

る最大反復回数 ���は ��� としている．しかしながら

このルーチンでは，追い詰めの区間が（マシンイプシ

ロンのような）十分小さな値になると戻るようになっ

ているので，���回も反復することはない．このルー

チンの並列化は，� 毎に異なった担当範囲を指定す

ることで容易に並列化できる．



���� �� ��� � 超並列処理に向く効果的な並列固有値計算法 �

�� 性 能 評 価

この章では本稿で示した並列固有値ソルバ（通信

ライブラリとして��6を使用）を日立 ������を用

いて評価した結果を記す．なお ������ の各 � の

理論ピーク性能は ����;	
4�� � 間は三次元ハイパ

クロスバ網で結合されており，その最大転送性能は

����+
*��秒である☆．

��� テスト行列

性能評価とプログラムの動作を確認するため，以下

に示す ;���<行列の全固有値を計算した．

�� ! ���
�
 ��
 ! �������
 �� % �� �5�

この行列の固有値は解析的に求められ

�	 !
�

�
�
�� �
� ��	���

���	��
"
� 
 � ! �
 �
 � � � 
 �

�.�

となることが知られている．

��� 全固有値計算性能

我々は ������において，問題サイズを 5���次元

に固定し � 数を �-���� � まで変化させた場合に

おける実行時間を調べた．表 � にこの時間を示す．

表 � から密対称行列の全固有値を計算する場合には，

.�=以上が三重対角化の時間であることがわかる．す

なわち三重対角化の性能が全体の性能に大きく影響を

及ぼす．

次に理論計算量を 5���� とした時に，� 数を �-

���� と変化させた場合における三重対角化ルーチン

の ;	
4�による性能を図 �に示す．図 �から �� で

の性能は，ピーク性能の 3�=で飽和している．一方で

����� での飽和性能は，�357;	
4� である．このこ

とから我々の三重対角化ルーチンは，;	
4�性能の観

点では十分に高性能であるといえる．また図 �は，� 

数が増加すると効率が低下することも示している．こ

の理由は，� 数が増加すると全体の実行時間に対す

る通信時間の割合も増加することによると考えられる．

��� ������用 ���������との性能比較

表 �と表 �に，���89�9(:�� の三重対角化ルー

チン（以降 �8� >�?）と我々の三重対角化ルーチン

（以降 @�� >�?）の性能比較の結果を載せる．ここで

���89�9(: の測定には，日立製作所が ������ 用

☆ 東京大学情報基盤センターが所有している $5,3 6 の 
�,,5$

のうち $5,3 6 全てを使用した．またコンパイラとして 日
立の最適化 �7���89:5 ;5,+52+<�，オプションとしては
+���� +=5�>7 �(7(

))> を指定した．測定日は $::: 年 2

月 ,, 日 から - 月 2 日 である．

表 � 固有値 .555 個を求める場合の実行時間 ?秒@ (��� 1 ,55� 解
析値との最大相対誤差 5�,3:4 
 $5��)．ここで表中の手順
$)/4) とは， 4�$ 節の手順を意味している．

��#�� 3 !��������	� ���� 	
 .555 ��"�������� �� ���	���

(��� 1 ,55� ��� ��&���� �������� ���	� ���� ��+

����� �	 ��� ���������� ������ �� 5�,3:4 
 $5��)�

��� �	����	�� 手順 $)/4) �� ��� ��#�� ��	� ���

��	������ �� 
����	� 4�$�

(�) 3/4,  6 の場合
 6� 3 . $2 4,

(����) (,
,) (,
3) (3
3) (3
.)

手順 $) $:2, :.:�A 3:5�4 ,A3�:

(割合 B) (:A�$B) (:3�2B) (:3�5B) (:4�.B)

手順 ,) 5�55, 5�553 5�55A 5�552

手順 4) :.�A- AA�2$ 45�.2 $2�-:

(割合 B) (3�-B) (A�4B) (A�:B) (2�$B)

総合時間 ,52$ $53A A,$�, ,-$�-

速度向上 $�55 $�:- 4�:A -�A.

(#) 23/$5,3  6 の場合
 6� 23 $,. ,A2 $5,3

(����) (.
.) (.
$2) ($2
$2) (4,
4,)

手順 $) $$:�5 -5�3, 3-�:5 24�$2

(割合 B) (:,�$B) (:,�-B) (:4�:B) (:.�2B)

手順 ,) 5�5$$ 5�5$4 5�5,A 5�5.,

手順 4) $5�$A A�32: 4�525 5�-.4

(割合 B) (-�.B) (-�,B) (2�5B) ($�,B)

総合時間 $,:�, -A�:5 A5�:: 23�5,

速度向上 $A�: ,-�$ 35�3 4,�$
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図 � 三重対角化ルーチンの性能
（%��	��� 括弧中の値は論理ピーク性能に対する効率）

��"� ,  ��
	������ �� �������� ������"	����*���	� �	������

(%��	��� ��� ��������"�� �� ����������� ��� 
���+

��	�� 	
 ��� ���	������� ���� ���
	�������)

にチューニングして提供した �A�版 ���89�9(:

A����
� ������ を用いた．���89�9(:の演算カーネ

ルである �289�は，日立製作所により ������向き

に最適化されている．�8� >�?では，対称性を利用

した上でブロック化を行ったアルゴリズムが実装され

ている ��．ブロック化アルゴリズムを利用しているこ
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とから ���89�9(:では，ブロックサイズ #$ が性

能に大きく影響する．表 �にそれを示す．

表 � ブロック幅 �� を変化させた場合における 
��C8 8!Dの
実行時間．単位は秒．(
�,,5$� � 1 .555� ,A2  6 ( 6

グリッド：$2
$2))
��#�� A 6&�����	� ���� 	
 ��� 
��C8 8!D 
	� ������"

��� #�	����" ���"�� 	
 �� �� ���	���� (
�,,5$�

� 1 .555� ,A2  6� ( 6 "���E$2
$2))

�� $ , A $5


C ��� A$-�4- ,:2�A4 ,5$�:- $-3�5,


������ $�55 $�-3 ,�A2 ,�:-

�� $A ,5 ,A 45


C ��� $-$�A5 $A2�.2 $A-�,. $AA�-5


������ 4�5$ 4�,: 4�,. 4�4,

表 �から分かるように，������上では #$の幅を

�-�と小さくとり負荷バランスを良くしようとすると，

性能が十分に発揮できない．この理由は，#$を小さ

くすると擬似ベクトル化の効果が得られないからと考

えられる．一方 @�� >�? では，データ分散のブロッ

ク幅である#$と，演算カーネルにおけるループ幅が

別に設計されているため，このような問題が生じるこ

とはない．

文献 ��� によると ������ では，問題サイズ �が

����以下ならば #$ ! ,�，問題サイズ �が ���� よ

り大きいなら #$ ! ��� という指針が示されている．

そこでブロックサイズ #$ に関して #$ ! 
��� ,��
5�� ���� ���� の � 通りを全て実行し，最も高速で

あった #$の値と実行時間をのせた．またプロセッサ

グリッドの構成は文献 ��� の指針に従い，なるべく
�
� � �

� になるようにして実行した．ただし � 数

が少ない場合はその他の構成でも実行して，最も高速

になった構成ものせてある．

����� 結 果

表 ,と表 3から

��� 実行時間が ���秒以下の処理に関して@�� >�?

は，�8� >�? より ��� - ��� 倍高速である（た

だし 問題サイズ ���と小さい時は �-�倍遅い）

���� � 数が少なく（�% ! �）問題サイズが ����以

上の時，�8� >�? は @�� >�? に対して ���

倍程度高速である

ことがわかる．

図 �は ������での �8� >�? と @�� >�?の実

行時間を示している．図 ����から問題サイズが ����

と小さい場合は，@�� >�? の方が 約 �-,倍高速で

ある．また 図 ��+�から，問題サイズが 5���と大き

くなると � 数が �-�, と少ない場合は �8� >�?

が高速である．しかしながら � 数が増加するにつ

れ @�� >�? の方が高速になる．この性能が逆転す

る � 数は おおむね �,� である．図 �に 問題サイ

ズ 5��� の場合の �% ! � の実行時間に対する台数

効果をのせる．問題サイズ 5���の場合， �8� >�?

が ��倍程度の速度向上しか得られないのに対し @��

>�?は �� 倍の速度向上が得られることが図 �から

わかる．ここで �8� >�? は �� においては @��

>�?より高速なので，台数効果による評価は正当で

ないと思える．しかし � 数が増加するに従い，実行

時間でも @�� >�? が �8� >�? より高速になる事

実から，@�� >�? が ���環境で十分に高速である

ことを示している点に注意する．

表 � 三重対角化の性能 �．(
�,,5$) 単位は秒�
��#�� 2  ��
	������ 
	� ������"	����*���	� �� (
�,,5$)

���� �� ���	���

(�) �� 1 3 の場合

�*� 
C ��� 7�� ��� 
C 

(����，��) (����) < 7���

$55 5�5, ($
3� $55) 5�5A2 (,
,) 5�4A

,55 5�3. ($
3� $55) 5�$44 (,
,) 4�2

355 $�-4 ($
3� 35) 5�3-A (,
,) 4�2

.55 2�5$ ($
3� 35) ,�3A3 (,
,) ,�3

$555 :�4, (,
,� 35) 4�-.A (,
,) ,�3

,555 3$�:5 (,
,� 35) ,2�:4- (,
,) $�A

3555 ,4$�$5 (,
,� 35) ,3,�5$5 (,
,) 5�:A

.555 $3,,�2: (,
,� $55) $:2,�A$, (,
,) 5�-,

(#) �� 1 . の場合

�*� 
C ��� 7�� ��� 
C 

(����，��) (����) < 7���

$55 5�5, ($
.� $55) 5�$,A (,
3) 5�$2

,55 5�A4 ($
.� $55) 5�$23 (,
3) 4�,

355 $�-- ($
.� 35) 5�3,3 (,
3) 3�$

.55 A�3: (,
3� 35) $�2A: (,
3) 4�4

$555 -�.$ (,
3� 35) ,�3-2 (,
3) 4�$

,555 ,:�24 (,
3� 35) $3�.4. (,
3) $�:

3555 $3,�,- (,
3� 35) $,3�,5A (,
3) $�$

.555 .$A�$, (3
,� $55) :.:�A53 (,
3) 5�.,

(�) �� 1 $2 の場合

�*� 
C ��� 7�� ��� 
C 

(����，��) (����) < 7���

$55 5�54 ($
$2� $55) 5�5., (3
3) 5�42

,55 5�., (.
,� $55) 5�$:A (3
3) 3�,

355 $�:, ($
$2� 35) 5�3$: (3
3) 3�A

.55 A�3. (3
3� 35) $�-44 (3
3) 4�$

$555 -�A4 (,
.� 35) $�.,3 (3
3) 3�$

,555 ,4�55 (3
3� 35) .�23: (3
3) ,�2

3555 :,�,$ (3
3� 25) A2�,4: (3
3) $�2

.555 3-3�3: (3
3� 25) 3:5�432 (3
3) 5�:2
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表 � 三重対角化の性能 ��． (
�,,5$) 単位は秒�
��#�� -  ��
	������ 
	� ������"	����*���	� ��� (
�,,5$)

���� �� ���	���

(�) �� 1 23 の場合

�*� 
C ��� 7�� ��� 
C 

(����，��) (����) < 7���

$55 5�,$ (3
$2� $55) 5�$A4 (.
.) $�4

,55 5�:. ($
23� $55) 5�,-. (.
.) 4�A

355 ,�., (3
$2� $55) 5�24. (.
.) 3�3

.55 2�25 (.
.� 35) $�35, (.
.) 3�-

$555 .�-: (.
.� 35) $�2$, (.
.) A�3

,555 ,5�-4 (.
.� 35) A�$5A (.
.) 3�5

3555 A-�2 (.
.� 35) $:�24$ (.
.) ,�:

.555 ,$5�3: (.
.� 25) $$:�52A (.
.) $�-

(#) �� 1 $,. の場合

�*� 
C ��� 7�� ��� 
C 

(����，��) (����) < 7���

,55 $�:4 (.
$2� $55) 5�32, (.
$2) 3�$

355 4�-. (.
$2� 25) 5�.25 (.
$2) 3�4

.55 -�2. (.
$2� .5) $�2A5 (.
$2) 3�2

$555 :�-3 (.
$2� $55) ,�$5: (.
$2) 3�2

,555 ,,�$- (.
$2� 35) A�$,, (.
$2) 3�4

3555 A3�$4 (.
$2� 35) $A�3,5 (.
$2) 4�A

.555 $2,�5$ (.
$2� 35) -5�3,, (.
$2) ,�4

$5555 ,3A�25 (.
$2� 35) $,4�.:$ (.
$2) $�:

(�) �� 1 ,A2 の場合

�*� 
C ��� 7�� ��� 
C 

(����，��) (����) < 7���

355 A�2: ($2
$2� 25) $�4-4 ($2
$2) 3�$

.55 $5�$- ($2
$2� .5) ,�3.5 ($2
$2) 3�$

$555 $,�.: ($2
$2� $55) 4�,$- ($2
$2) 3�5

,555 45�$, ($2
$2� 35) A�:23 ($2
$2) A�5

3555 2-�,: ($2
$2� 35) $3�44. ($2
$2) 3�2

.555 $2$�-2 ($2
$2� $55) 3-�:52 ($2
$2) 4�4

$5555 ,,2�$$ ($2
$2�35) -:�..: ($2
$2) ,�.

,5555 --3�$5 ($2
$2� 25) 3A3�,2- ($2
$2) $�-

����� 考 察

本ソルバは � 当たりのデータ量が小さい問題を

解く場合に ���89�9(:より高速である（図 ����）．

このことが生じる理由として

�6� ���89�9(: の設計方針の誤りによる負荷バラ

ンスの劣化

�66�対称行列用データ圧縮形式による通信量の増加

が挙げられる．

�6�が生じる理由は，片桐・金田の指摘 ��� や ���"

����<�
�らの指摘 �� で述べられている．すなわち並

列性能の観点から，分散メモリ計算機上でのデータ分

割のブロック幅とブロック化アルゴリズムのブロック

幅を切り離して並列アルゴリズムを設計せよ という

ことである☆．なぜなら ���89�9(: ではデータ分

☆ この主張の一方で寒川 �
� はライブラリ設計の観点において，
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	� ��� ������"	����*���	�� (� 1 .555� 
�,,5$)

割のブロック幅 #$がそのまま 289� �2���� 8�����

9	��+�� ��+4�
���0�� �，289� �の処理単位となっ

分散メモリ計算機上でのデータ分割のブロック幅と FC8
 演算
のブロック幅を同一にする方が良いとしている．
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ている．それゆえ性能向上のためには，ブロック幅 #$

を比較的大きくとる必要がある．このことにより �問

題サイズ���� 数� が小さい場合に極めて負荷バラン

スが悪くなる．本来逐次計算の性能パラメタである

ブロック化アルゴリズムのブロック幅と，データ分散

のパラメタであるブロック幅は異なったパラメタであ

り，完全に区別して議論する必要がある ���．性能に

関するブロック幅は，データ分散のブロック幅に依存

しない．この理由から，@�� >�?はデータ分割のブ

ロック幅を � に固定した分割方式しか提供しておら

ず，この負荷バランスの悪化の問題は生じることはな

い．また @�� >�? では演算カーネルにおけるルー

プ長を，データ分散のブロック幅と独立に長くするこ

とができる．

一方 �66� は対称行列用の圧縮形式を利用 ��8�

>�?� することで，利用しない場合 �@�� >�?� に

比べてデータ構造が複雑なことから通信が増してしま

うことによる．すなわち通信時間が演算時間に対して

無視できない状況下では，対称行列の特性を利用しな

いルーチンの方が高速になるということである．とこ

ろが圧縮形式を利用したアルゴリズムは利用しない場

合に比べて演算回数が ��� になる．三重対角化の計

算オーダは ����� なので，問題サイズが大きくなる

につれ総演算時間に占める計算時間の割合が増す．そ

のため � 当たりの問題サイズが十分大きくなる場合

は，圧縮形式版の方が高速となるので圧縮形式を利用

した方がよいと推察される．

ところが � 数が増えるにつれ通信時間が増加する

とともに � 当たりの問題サイズも小さくなっていく

ので，問題サイズも十分に大きくしないと圧縮形式版

の利点が得られなくなってくる．このことは表 ,������

において �8� >�? が @�� >�? より高速となる実

行時間が 約 ���秒（�% ! �，� ! ����� ��.�倍）か

ら約 �3�秒（�% ! ��� � ! 5���� ��.,倍）にまで増

加する事実からも推察される．この増加はある種のア

プリケーションでは極めて深刻な事態を引き起こす．

たとえば化学計算において，密行列の対角化を ,���

回（もしくはそれ以上）必要とするアプリケーション

が存在する ���．このようなアプリケーションでは，一

回の対角化が ���秒としても全体の実行時間は約 �,,

時間（約 3日）も必要となる．このことは我々の対角

化よりも優位になるほど問題サイズを大きくすること

は，総合的な計算時間の制約から困難となることを意

味している．一方で ��� 秒程度の対角化処理におい

て，@�� >�? が �8� >�? の約 �倍程度高速であ

ることを考慮すると，少なくとも ��日程度の計算が

3日程度に短縮されることになる．このことは小規模

の問題を高速に処理することが重要であることを示し

ている．

以上の �6�-�66�から � 数が多い場合，対称行列圧

縮形式を用いたライブラリや負荷バランスが悪くなる

設計をしているライブラリは，使用目的によっては並

列処理の効果が無くなる場合があるといえる．すなわ

ち小さな問題に対して，� 数が増えても性能が飽和

しない特長をもつことが重要である．この点において

@�� >�? は �8� >�? に対して優れている．

�� お わ り に

本論文では密対称行列に対する並列固有値ソルバの

実装方式とその性能を述べた．我々のソルバは多くの

� を用いて小さな問題サイズの対角化を行う場合に，

���89�9(:の同種ルーチンよりも �-�倍程度高速

である．本稿で示された並列三重対角化は，���環

境を用いる場合や，小さな問題サイズの対角化を多数

回行う場合に極めて有効なツールとなり得る．

また �6�(プロセッサを利用する場合，キャッシュ

を有効利用するブロック化アルゴリズムが有効になる

ことが知られている ��．しかしながら並列処理におい

ては，このブロック化アルゴリズムはブロック化しな

い場合に対して通信量が増加する ���．このことは効

果的なプロセッサ内アルゴリズムとプロセッサ間アル

ゴリズムは異なることを意味する．高性能な並列ライ

ブラリを構築するためにブロック化をする � しない，

対称性を利用する � しないアルゴリズムに関して，そ

れらの有効性を理論的に解析する必要がある．この解

析とアルゴリズムの実装評価は今後の課題である．
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