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� 最近の並列固有値ソルバーの動向

実対称密行列の標準固有値問題を解く方法で，現在良く知られて実際に用いられてい
るアルゴリズムは以下に示す三つの手順でなされていることが多い．すなわち，

�� 実対称密行列を三重対角行列に変換する，

�� 三重対角行列の固有値，固有ベクトルを求める，

�� 元の実対称密行列の固有ベクトルに変換する，

の三つである．この逐次処理で良く用いられている方法を用いて並列処理を行うという研
究は，����年代前半の �		
�� �
 での研究に遡る．しかしながら実際の大規模固有値問題
を計算できるようなアルゴリズムを設計して評価する研究は現状ではあまりなされていな
いように思われる．その一例として，世界標準の行列計算ライブラリである ���������

において，密集固有値の数が多くなるとメモリオーバーで計算が続行できなくなるという
問題 ���が生じることを，直野ら ���が指摘している．
いま表 �に，各種並列アルゴリズムの特徴をまとめる．おおまかな傾向として初期の

並列ソルバーは，直交精度が悪いが並列性が高い傾向にあるものが多い．��年代前半に
なってからは，直交精度は高いが並列性が低かったり，メモリに関するスケーラビリテイ
が無い �プロセッサ台数を増やしても問題サイズを大きくできるとは限らない�アルゴリ
ズムが多く提案されている．��年頃から，直交精度，並列性，およびメモリスケーラビ
リテイを考慮したアルゴリズムが提案されてきた．一方最近になって，直交化処理を一切
行わないのにも関わらず，固有ベクトルの直交精度を保証する全く新しいアルゴリズムが
��
		��ら ���� ���によって確立された．このアルゴリズムは，三重対角行列を上下から
分解し，ねじれた二重対角行列を作る ���
� !" #�� �$
%� ���．この行列を利用して，理
論的に直交性と残差に関する精度を保証する固有ベクトルを生成する．このアルゴリズム
は明らかに各固有ベクトルの計算を完全に並列に行え，それゆえメモリに関するスケーラ

本稿は ����年 �月にセンターで開催された「������の有効利用に関する研究会」での発表，および
����年 	月 �日～
日に名古屋で行われた，情報処理学会 並列処理シンポジウム ����
�� にて発表した
「並列固有値ソルバーの実現とその並列性の改良」（片桐孝洋，金田康正）をもとに，加筆訂正，削除を行っ
たものです．
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表 �& 対称密行列に対する各種並列アルゴリズムの特徴

提案者 提案年 方法 逆反復法中の メモリに関する
�パッケージ名� 直交化処理 スケーラビリテイ

���'�$$�ほか ��� (� �
)
"!*��"*���+,!$法 - なし
�.*��
� ��ほか �/� (� 二分法0逆反復法 なし なし
��
����	1!$ほか ��� �� 23法 - あり

�!44!	ほか ��� �/ 二分法0逆反復法 逐次 なし
����������

直野ほか �5� �� �� 二分法0 逐次 あり
マルチカラー逆反復法

6!�"$
�1���ほか ��� �� 二分法0逆反復法 逐次 あり7

片桐・金田 �(� �� �� 二分法0逆反復法 並列 あり

��
		��ほか ���� ��� �� 直交化が - �あり�

理論上不要

ビリテイも完全な並列固有値ソルバーを設計できる．現状では問題によっては，精度保証
ができない場合が報告されている ����ものの，今後の並列固有値ソルバーに採用される
可能性が大きいアルゴリズムといえよう．
今回の報告では，��
		��らの新しいアルゴリズムには触れず，従来から用いられてい

る振舞が良く知られている方法を採用した並列固有値ソルバーの性能について報告する．
まず第一に，密集固有値の数が多い大規模な固有値問題でも実行できる並列固有値ソル
バーを実現し，そのアルゴリズムの性能評価を行うことを目的とする．次に，並列化の報
告がなされていない逆反復法における再直交化処理について，直交化精度を犠牲にすれ
ば並列化出来ることを示し，さらに実際の問題においてその速度および精度を吟味する．
さらに加えて，密集固有値の数が甚だしい固有値問題を処理する場合においても，精度と
並列実行時間の観点において従来の再直交化処理に比べ優れた方式を示し，その性能を評
価する．

� 並列固有値ソルバーの各処理の説明

��� 全体の処理の流れ

我々の並列固有値ソルバーは，以下のような手順で固有値および固有ベクトルを計算
する．ここで，固有値を計算する対象の行列はあらかじめ各プロセッサエレメント ��8�

に分配済と仮定する．

�� 対称密行列を 6�,�!��	"!$法を用いて並列に三重対角行列に変換する �三重対角化
ルーチン�．
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�� 各 �8に分散されている三重対角行列の要素を，全 �8が全てその要素を所有する
ように再分散する �再分散ルーチン�．

�� ��で収集された三重対角行列に対して，二分法で並列に全固有値を求める �固有値
探索ルーチン�．

/� ��で各 �8で部分的な範囲で計算された固有値を，全 �8が全ての固有値の範囲を
所有するように収集する �固有値収集ルーチン�．

�� 逆反復法を用いて，三重対角行列の全固有ベクトルを並列に計算する �固有ベクト
ル計算ルーチン�．

5� ��で計算された各固有ベクトルを，元の対称密行列の固有ベクトルに並列に変換す
る �6�,�!��	"!$逆変換ルーチン�．

ここで，��で収集される行列の要素は，固有値を計算する行列の要素に対して非常に
少なくなっている点に注意する．すなわち最初の行列が �� � 要素とすると，��で収集
する三重対角行列はその対称性から �� となる．

��� 三重対角化ルーチン

我々は既に，非対称行列および対称行列用の 6�,�!��	"!$法を用いた並列相似変換ルー
チンを開発している ����．ここでは，三重対角化は対称行列を処理の前提としているので，
対称行列用に特化したアルゴリズム ����を用いることにする�．
このアルゴリズムでは，処理する行列をサイクリックサイクリック分割方式で分散す

る．いま �8台数を �，二次元的な �8番号を ������������ ������� ����	 9 �� �� 


�
�
�� ��

とするとき，
�
���

� のように構成されているとする．この場合，サイクリックサイク
リック分割方式とは，行列 � の要素 ������ 
 9 �� �� 


� �� を

����� 9 ��� �� ���
�
�

����	 9 �
 � �� ���
�
� ���

の �8 に割り当てる分割方式である．このとき，三重対角化の処理中のベクトルリダク
ション演算に費やす通信時間および放送時間を ��

�
� のオーダで削減することが可能と

なる．
このルーチンでは第 � �� 9 �� �� 


� �� ��反復時，6�,�!��	"!$法による相似変換

��	���	���	� ���

を行っている． なお ��	�は
�このルーチンは対称性を利用していないので，�� の行列保存領域と ����� の演算回数を必要とする．

ここで誤解されないために明記しておくが，行列演算に関する並列処理では，一般に対称性を利用すること
で ��� の保存領域と演算時間の利点を引き出せる場合が多いと思われる．しかしながら �����������法を
用いた三重対角化に限っては，�回目の反復において，対称性を利用する方法はベクトルリダクション演算
のベクトル長が �� �，およびそれに従事する ��が �個 なのに対し，文献 ����で提案した方法では ベク
トル長が ��� ���

�
�，それに従事する ��が

�
� 個 に減る．よって ��数が極めて多い場合，もしくはリ

ダクション演算が極めて低速な場合は，対称性を利用しない方法が有効になる場合があると考えて良い．
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��	� � �� � �	�	�


	 � ���

である．ここで固有ベクトルを求める場合に，行列 ��	� が必要となる．一般に ��	� を
計算して個別に記憶するのは記憶領域と計算量から効率が悪いので，ベクトル �	�以下枢
軸ベクトル� とスカラ �	とを記憶しておく．この時，各 �8当たりの記憶領域を減らす目
的から，これらのデータは各 �8に分散して所有させる．
この場合，計算の都合で枢軸ベクトル �	 は ����� が等しいプロセッサ群 �すなわ

ち
�
� 個� にサイクリック分割方式で分散されている．いま枢軸ベクトル �	 の要素を

���� 9 �� � 0 �� 


� �� とすると

����	 9 ��� �� ���
�
� �/�

の �8 に分散して所有されている．一方，三重対角化の処理中に全 �8がスカラ �	 を計
算することから，スカラ �	 は全て �� 9 �� �� 


� � � �� を各 �8 が所有するように実装
した．

��� 再分散ルーチン

このルーチンでは，サイクリックサイクリック分割方式で分散されている三重対角行
列の要素を，全 �8がその要素全てを所有するように再び分散を行う．いま自分の �8の
番号を ������������ ������� ����	 9 �� �� 


� ����� � �

� � ��，とラベルづけする．このと
き，このアルゴリズムは図 �のようになる．

��� �� ������ 
��
 ����	� �	�


��� ����� が等しいプロセッサに所有データを放送:

��� ����

�/� データを受信:

��� �
���

�5� �� �9�� �����

��� �� �� 
��
 ������ �	�


�(� ��� ; �/�の処理で受信したデータを ����	 が等しいプロセッサに放送:

��� ����

���� データを受信:

���� �
���

���� �
���

図 �& 再分散ルーチンのアルゴリズム

なお副対角要素の収集は，図 �中の ���，���の処理を，������0 �� ���
�
� が ����	

と同じになる �8が放送するように変更することで，同様に処理が可能であることに注意
しておく．

/



��� 固有値探索ルーチン

固有値の探索には二分法を用いる．二分法の実装方式は文献 ����の ������ルーチン
と同様なので，ここでは説明を省略する．孤立した固有値における精度向上のための反復
回数 ��� は，固有値のみを求める場合には ���とし，固有ベクトルを求める場合には，固
有ベクトル計算ルーチン内で 3�.	!
'�商による固有値の改良を行うことから 5 としてい
る ����．さらにこの反復中で，固有値の存在区間がマシン� 以下となれば，打ち切る実装
となっている ����．
この二分法の並列化は容易で，初期値に対する自明な並列処理が可能である．いま各

�8の 一次元的なラベルを ����� ��� 9 �� �� 


� �� � とする．このとき各 �8では

� 9 ����	 � ��� 0 �

�� 9 ����	

のように，小さい方から数えて � 番目の固有値から �� 個の固有値を計算するように変
更することで実現できる．

��� 固有値収集ルーチン

各 �8が計算した固有値 �	 の存在範囲 を �����～����� とする．初期状態では各 �8

は � 9 ����	 � ��� 0 �� 


� ����	 � ���� 0 �� の範囲しか �����～�����を所有していない
が，このルーチンで全 �8が �	の存在範囲を全て �� 9 �� �� 


� ��を所有するようにする．
我々の固有値ソルバーではこの処理を，各 �8が順番に１対全放送をすることで実現した．

��� 固有ベクトル計算ルーチン

三重対角行列に特化した部分枢軸選択付きの �< 分解を用いた逆反復法を実現した．
詳細な実装方式については文献 ����の �����ルーチンを参照されたい．逆反復法の概略
を以下に示す．ここで各固有値は� �� 
 �� 
 � � � 
 ��のようにソートされているとする．
また 行列 �を三重対角行列とする．ここで，各固有ベクトル ���� 9 �� �� 


� �� が収束し
ない場合の逆反復の最大反復回数 ����は /�回�とした．

�この最大反復回数の設定値の根拠はない．������ などでは 
回としている．また文献 ����では ��
回程度として，さらに最新の固有値を参照して逆反復を繰り返す実装になっている．

�



� �� � 9 �� 


� �

�= �� � ���� 
 ��� なら��を同グループに入れる．

�= 区間 �*����の乱数を要素に持つベクトル �� を生成し，	� � ���

��

�．

�= �<分解 � � �� 9 ����=

/= 収束するか ����回まで反復 �最低 /反復�=

/�= ������ 9 	� を解く．

/>= 同クループ内の ���
 � ��と再直交化．

/�= 正規化 �� 9 ���

��

�
/"= レーリー商 ?� 9 �
� ��� による ��の改良=

/!= 収束判定 

��� � ����

� 
 � なら収束．

この逆反復法を並列化する場合，逐次アルゴリズムで考慮しなかった問題が生じる．
すなわち重複固有値や密集固有値に対する固有ベクトルを計算する場合，固有ベクトル
の精度を向上させる為に，再直交化の処理 �上記の />=�を反復の度に行わなくてはならな
い．この処理により，逆反復法自体の並列性が低くなる．


���� ������������
��
のグループ分け方式

このグループ分け方式では，現在計算中の固有ベクトルに対応する固有値との最大距
離が ��� 内の固有値に対応する固有ベクトルと直交化させるのはもちろん，直交化させ
る固有ベクトルに対応する固有値に対しても，距離 ��� より前にある固有値に対応する
固有ベクトルとも直交化させるようにグループ分けする方式である．
ここで距離 ��� とは，三重対角行列 �とし，その対角要素を  �� 


�  �，副対角要素を

!�� 


� !��� とすると，

��� 9 ����

� 

� ���

である．ここで 

� 

� は



� 

� 9
��

���


 �
0
����
���


!�
 �5�

から得られる数値である．


���
 �������	����の直交化方式

直交化の方式には @$�4*���4
" の直交化方式を用いる．現在計算中の固有ベクトル
の番号を ��そのベクトルを A"� とする．このとき，番号を �の固有ベクトルと直交化が必要
な固有ベクトルの個数を ��，固有ベクトルを "���� "���� 


� "����

とすると，@$�4*���4
" 

の直交化方式は

5



"� 9 A"� �
���
	��

�A"�，"��	�"��	 ���

の計算を行うことである．ここで，"� が求める直交化済の固有ベクトルであり，� ，� の
表記は内積を意味している．この直交化処理を並列化する場合，実装方法により全く並列
化できなくなる．それを以下に示す．

�直交化アルゴリズム �� �B@�法�

文献 ���� などの逐次プログラムでは，直交化ルーチンは以下の様に実装されている．
すなわち

#� 9 A"� � �A"�� "����"���

#� 9 #� � �#�� "����"���

� � �
#��

9 #���� � �#����� "��
�"��

"� 9 #��
�(�

のような計算をする．この方法は計算誤差の累積を考慮した直交化法として知られてお
り，B@��B�"
C!" @$�4*���4
" �法と呼ばれる．B@�法は，#�で得られたベクトルを
すぐに #�で用いるなどしていることから明らかなように，フロー依存性があり並列化が
全くできない．

�直交化アルゴリズム �� ��@�法�

本来の @$�4*���4
" の直交化の式 ���から考えると，"� と直交するベクトルを求め
る計算は，直交化すべき固有ベクトル全部で同時に求めても，直交化ベクトルを求めるこ
とはできるはずである．すなわち，

#� 9 A"� � �A"�� "����"���

#� 9 ��A"�� "����"���

� � �
#��

9 ��A"�� "����
�"����

"� 9 #� 0 #� 0 � � �0 #��
���

のような計算で直交化処理を行っても問題はないと考えられる．この方法は古典的な直交
化法として知られており，�@���	���
��	 @$�4*���4
" �法と呼ばれる．�@�法は明ら
かに #�� #�� 


� #��

の計算に対して並列性がある．各 �8に直交化すべき固有ベクトルが分
散して所有している場合，A"� が得られた時点で，各 �8が並列に直交化処理をすることが
可能となる．理論的には �@�法は直交化する各ベクトルそれぞれの直交化の崩れがゼロ
ならばB@�法と精度は同じになるが，直交化の崩れが大きくなると精度の保証ができな
くなることに注意しておく．

�



�直交化アルゴリズム �� �混合法�

直交化アルゴリズム �と � を混合した再直交化法を考える．すなわち，逆反復中の再
直交化処理には直交化アルゴリズム ��以下 �@�法�による再直交化処理を行うが，収束
したら直交化アルゴリズム ��以下 B@�法�による再直交化処理を �回だけ行う．この直
交化方式は直交性と並列化による高速化のトレードオフを解消できる可能性がある�．


���� 固有ベクトルの計算順序

ここでは �! !$�*D
	1
����によるグループ分け方式において，距離 ���でグループ分
けした固有ベクトルをどのように計算するか述べる．本実装方式では，計算すべき固有ベ
クトルの数は各 �8に均等になる �����	個づつ所有する�ように分散する．このとき，グ
ループ分けした固有値ごとに，グループ内で番号をつける �グループ内番号�．そして以下
のような順番で固有ベクトルを計算する．

�� �8内で所有するグループ内番号 � の固有ベクトルを計算する．

�� �グループ番号が若い方から順に�固有ベクトルの計算に入る．

�� �固有ベクトルが �8内にある� �	�


・再直交化して固有ベクトル計算:

����

・����法の場合�

;グループ内番号 �の固有ベクトルを所有する �8に転送して ������ から

受信待機:

・����法および混合法の場合�

;グループ内番号 �の固有ベクトルを所有する �8から ������ までの

�8に転送:

;グループ内番号 �から ������までの �8から受信待機:

・再直交化処理:

・固有ベクトル計算:

・混合法の場合，収束後 ����法の場合�と同じ処理を行う:

�
���

�逆反復中の再直交化処理は，重複及び密集固有値に対して収束方向を定めるために必須である．ここで，
再直交化処理に �!�法を用いているので，直交化の崩れが大きい場合は解法が破綻すると思われるが，混
合法の場合では再直交化すべき固有ベクトルは全て"!�法で直交化済みである．即ち，直交化の崩れに関
して，�!�法のみを用いて再直交化した場合と比較すると極めて小さい �計算誤差を累積した固有ベクト
ルを参照しない�と言える．ゆえに混合法での逆反復中の �!�法が破綻する場合は少ないと推察される．

(



�� �� ��8間をまたぐグループがある� �	�


・固有ベクトル受信待機:

・再直交化処理:

・固有ベクトル送信:

�
���

��� 	
��
�
��
�逆変換ルーチン

6�,�!��	"!$逆変換では，得られた三重対角行列 � の固有ベクトル A$�，� 9 �，�，


，�
を，元の対称行列 � の固有ベクトル $�，� 9 �，�，


，� に変換する．この処理は

$� 9 �������� � � ������� A$�

9 �� � �����


� ��� � �����



� � � � � �� � ���������



���� A$�，� 9 �� �� 

� � ����

である．このルーチンを実現する際に注意すべき事項は，三重対角化ルーチンで得られる
枢軸ベクトル ��� ��� 


� ����， およびスカラ ��� ��� 


� ����が必要となるが，枢軸ベクト
ル ��� ��� 


� ���� はその要素が各 �8に分散されて所有されている点である．
ここで，各枢軸ベクトル �	 が分散されて所有していることから，各 $�ごとに 何度も

�	 を集める式 ����の方法は無駄が多い．よって，計算順序を入れ換える方法を実装する．
すなわち

A$�
� 9 � ����� A$�， � 9 �� �� 


� �

A$�
� 9 � ����� A$�

�， � 9 �� �� 


� �
===

A$�
��� 9 � ��� A$�

���， � 9 �� �� 


� �

$� 9 � ��� A$�
���， � 9 �� �� 


� � ����

のような計算順序で変換を行う．式 ����の各行の処理には，各固有ベクトルに対して自
明な並列性がある．よって，これら各固有ベクトルの変換処理に対して並列実装を行う．
このときの問題は，どのように分散されて所有している枢軸ベクトル �	を収集するか

であるが，この処理は以下のように容易に実装できる．

�� ����� 9 �のプロセッサが所有している部分的な �	を，����	が等しい �8に �対多
放送をする �マルチキャスト�．

�� 同様な処理を ����� 9 � の �8が行う．

�� ��，��の処理を ����� 9
�
�� � の �8まで繰り返す．

�



� 性能評価

この章では，日立 �3����に本稿で示した並列固有値ソルバーを実現し，その性能に
ついて評価した結果を記す．ここで，�3���� の各 �8 の理論ピーク性能は ���B#	�E��

�8間は三次元クロスバ網で結合されており，その最大転送性能は ���B>. !F秒である�．

��� �����行列による実行性能

ここで性能評価およびデバックのため，以下の行列の固有値を求めた．

�� 9 �����，��� 9 �������� 
� 0 � ����

この行列は #$��1行列と呼ばれており，固有値は解析的に求めることができ

�	 9
�

�
�
�� ��� ��	���

������
%
� � � 9 �� �� 


� � ����

となる．#$��1行列の固有値分布の特徴として� � が小さい領域では分散しているが，大
きくなるにつれ固有値が密集してくることが挙げられる．すなわち，密集固有値に対する
固有値問題の典型的な例題である．

����� 全固有値を求める場合

ここでは日立 �3����を /�8～��5�8まで用いて，�����次元の行列の全固有値計算
処理の時間を計算した．その結果を表 � に示す．

表 �& 固有値 �����個の計算時間 �秒� ���� 9 ���� 真値との最大相対誤差 �
��� ���	�

�8数 / �5 5/ ��5

三重対角化 /�5�=� ((5=� ��5=( (�=�

�占める割合 G� ��5=�G� ���=�G� ��/=�G� ���=�G�

再分散 �=�/� �=��� �=��� �=��/

固有値探索 �/�=� /�=� ��=/ /=��

�占める割合 G� ��=��G� �/=(/G� ��=��G� �/=�G�

総合時間 /���=� ���=� ��(=� (�=�

速度向上率
�/�8を基準� � �=�� ��=5 ��=5

表 �からわかるように，並列処理においても三重対角化ルーチンが実行時間の大部分
���G以上�を占めている．一方，再分散ルーチンは高々全体の �Gであり，この場合は改

�東京大学大型計算機センターが所有している ���#��の ������のうち ���#��全てを使用した．また，
コンパイラとして日立の最適化 $%�&��'�� (��)��，オプションとして)*�+
�(����($,'����+ (��)
�� ���+ -��!����+ �./�����+ 0������+ .��0�/1����+ �2.3�12�����+ 3�1���������+ ���������+ �1�.����+ �.�3/���+
�34�34����� を指定した．測定日は ���5年 �月 �
日から ��月 �日である．

��



善の必要はないと思われる．また，並列固有値探索ルーチンはベクトル化など高速化技法
を施していないが，実行時間全体に占める割合は多くても �G前後であり，特に早急な改
善の必要はないものと考えられる．
一方，� 9 ���/に固定して，�を変化させて時間を測定した．その結果を表 �に示す．

ここで @#�H��値の計算には，行列消去部で対称性を利用し下三角部分のみ消去する場
合は /����を用いるが，本並列アルゴリズムでは行列全体を更新しなくてはならないこと
から (���� を用いている．

表 �& � 9 ���/ での固有値の計算時間 �秒� �#$��1行列� ��� 9 ����

固有値数 ����� 5����

三重対角化 ��/=5 ���(

�占める割合 G� ��(=� G� ��(=� G�

@#�H�� ��/=5 ��/=�

再分散 �=�5� �=���

固有値探索 �=5�� ��=�

�占める割合 G� ��=�5 G� ��=�� G�

総合時間 �//=� ��/�

真値との最大相対誤差 �
��� ���
 �
��� ���


表 �から，�が ������ 5����と大きくなるにつれて，三重対角化ルーチンの占める割
合も大きくなっていく．@#�H��性能では � 9 5���� の時，ピーク性能の �5G余りを達
していることから，実装技術が極端に貧弱とは考えられない．よって，さらなるアルゴリ
ズムの改良および通信処理の高速化が必要となろう．

����
 全固有値および全固有ベクトルを求める場合

�各処理の割合�

ここでは，�8台数 /～5/台まで用いて，� 9 ���� の #$��1行列の全固有値および全
固有ベクトルを，B@�法で求めた場合の各処理の実行時間と全体の処理時間に対する占
める割合を表 /に示す．
表 /によると，固有ベクトル計算のための並列逆反復法が ��G以上を占める．さらに

�8数が増加しても，総合時間がほとんど減少しない．これは再直交化処理が並列化でき
ていないことによるものである．

�直交化アルゴリズムと実行時間�

次に直交化処理と実行時間との関係を調べるため，B@�法，�@�法および全く直交
化処理をしない場合の固有ベクトル計算時間を比較する．その結果を図 �に示す．
図 �中の �	'=�はB@�法� �	'=�は �@�法，I� H$ ��'���	
%!"は再直交化処理なし

の実行時間を示している．図 �から，直交化処理を並列化することで，この行列の場合は
B@�法を用いた直交化処理 ��	'=��に比べ �=�倍 �/�8�，5=�倍 ��5�8�，(=�倍 �5/�8�

の速度向上が達成されることがわかる．

��



表 /& #$��1行列 ����の全固有値，固有ベクトル計算時間 �秒� ���� 9 5� 直交化アルゴリ
ズム � �B@�法��

�8数 / �5 5/

三重対角化 (�=5 �5=/ ��=(

�占める割合 G� ��=��G� ��=��G� ��=��G�

再分散 �=��� �=��� �=��5

�占める割合 G� ��=��G� ��=��G� ��=��G�

固有値探索 /=�( �=�/ �=�(

�占める割合 G� ��=��G� ��=��G� ��=��G�

固有値収集 �=�� �=�� �=��

�占める割合 G� ��=��G� ��=��G� ��=��G�

全固有ベクトル求解 �/�� ���5 �/��

�占める割合 G� ���=�G� ���=�G� ���=�G�

6�,�!��	"!$逆変換 �5�=� /�=� �/=(

�占める割合 G� �/=��G� ��=�5G� ��=/�G�

総合時間 ���� �//� �/��

また，直交処理を行わない場合はリニアな速度向上が得られるばかりか，�@�法より
も �5� 倍～��� 倍も速度向上がなされ，全体の計算時間に占める割合も �Gほどになる．
これらのことから，固有ベクトル計算時間の ��G以上は直交化処理およびそれに伴う計
算待ち時間であることがわかる．

�直交化アルゴリズムと直交性�

�@�法による速度向上は確認された．しかし，計算方式を変えることで極端に解の精
度が悪化するならば実用上問題となる．本節では，固有ベクトルの直交性を &'#() で評
価する．
ここで 直交性 &'#() は * � �$�� $�� 


� $��とし，� � * 
* � � 9 ������ �� 
 9 �� 


� �

とするとき，

&'#() �
��

���

���� ��/�

とした．その結果を表 �に示す．
表 �からB@�法と �@�法では直交性の変化は認められない．また，当然ながら直交

化を行わないと直交性は悪化した．ここで �8台数が 5/台のとき，B@�法と �@�法に
おいて /台と �5台の直交性に比べ直交性が悪くなっている．この原因は逐次では固有値
が大きくなるにつれ，固有値の存在範囲の初期値が充分小さくなっているが，並列化する
ことでその情報が後の固有値探索の時に伝わらなくなる．その結果として，固有値の追い
詰めが甘くなり，精度が低下する．すなわち，固有ベクトル計算時の初期固有値の精度の
悪さが直交性の悪さに影響していると考えられる．以上の結論として，現状の二分法での
固有値追い詰め回数 ��� 9 5 を大きくすれは，�8台数が増えても同一の直交性が得られ
ると考えられる．

��
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図 �& 並列逆反復法における再直交化アルゴリズムと実行時間 �#$��1行列，� 9 �����

表 �& #$��1行列 � 9 ����の固有ベクトルの直交性 ���� 9 5�

�8数 / �5 5/

�	'=� �B@�法� =�(� ������ =�(� ������ =5�� ������

�	'=� ��@�法� =��( ������ =��/ ������ =5�� ������

直交化なし =��( ����	 =��� ����
 =��� �����

�初期固有値の精度と直交性�

次に，先程の推察が正しいことを示すため，直交性と直交化距離 ���との関係を調べ
る．�8台数を 5/に固定して二分法での固有値の追い詰め回数 ���を �～/�まで �づつ増
加させる場合と，直交化距離を従来の 

� 

������ではなく，

� 

����� から 

� 

�������

まで，��倍 刻みで変化させた場合について，直交性 &'#()の変化を調べた．それを 図
�に示す．
図 �の結果から，直交化距離 ��� を固定した場合，�分法の追い詰め回数 ���を大きく

すると，直交性が良くなる傾向にあることがわかる．すなわち固有値を精度よく求めてお
けば，固有値の精度が悪い場合に比べて直交性の悪化をより少なくできると推察される．

�直交化距離 ���に関する直交性と実行時間�

��� 9 ���と充分大きくした場合，すなわち固有値を精度良く求めておいた場合に，直

��
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図 �& 初期固有値の精度と直交性 �#$��1行列，直交化 �	'=���@�法�� � 9 ����� � 9 5/�

交化距離と直交性の関係がどのように変化するか実験を行う．�8台数を /，�5，5/とし
た場合の結果を，図 /に示す．ここで +��

��� ��

� は残差ベクトルの �*ノルムの最大
値である．
図 /から，�8台数が変化しても直交性は変化しない．直交化距離が 

� 

� � ���� の

地点から直交性が急に悪くなり．

� 

� � ����� ぐらいから一定となる．

� 

� � �����の
とき，直交化される固有ベクトルの数は � なので直交化なしと同じである．
結果として，この条件の場合は直交化しないと 約 �桁の直交性の低下になることがわ

かる，処理速度の観点からいえば，直交化しなければリニアな速度向上がなされ，かつ直
交化を行う場合に比べて �5�倍～���倍も速度向上がなされることを考慮すると，この �

桁の直交性の低下が実際の問題でどのように影響するのか調べることが高速ルーチン作
成の鍵といえよう．

��� ���
� �������
�行列による実行性能

ここでは重複固有値の数が甚だしい場合に直交化精度と実行速度を評価するため，以
下の行列の固有値を求めた．
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行列 ,�
�� は ��次元のD
	1
����行列であり，,�


 は '	,!" D
	1
����行列として知られ

ている．この '	,!" D
	1
����行列の固有値はその多くが重複して群をなしており，重複固
有値の問題として最も難しい問題の一つとして知られている．なお，本実験では- 9 �����

として性能を測定する．

��
�� 全固有ベクトルを求める場合

'	,!" D
	1
����行列は三重対角行列であるから，三重対角化処理と逆変換処理は行う
必要がない．ここでは直交性が問題となると考えられるので，全固有ベクトルを求める場
合において，直交性と実行時間を評価する．ここで，二分法による追い詰め回数 ��� は
��� としている．
図 �に，我々が示した三種の再直交化アルゴリズムを '	,!" D
	1
����行列の固有ベク

トル計算に適用した場合の直交性を示す．ここで，行列の次元は (/� である．この行列
の固有値は，��
�～��
( の間に /�個 ごとに重複した固有値群をなすような分布になっ
ている．
図 �では，�@�法による直交性が従来の基準で直交化した場合，/桁程度 B@�法に

��
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対して悪化している．しかしながら，�@�法と B@�法とを混合した直交化アルゴリズ
ム ��以下，混合法�では，B@�法に比べても直交性の崩れが少なくなっていることが分
かる．
次に，再直交化処理のアルゴリズムの違いにより，実行時間がどのように変化するか

示す．図 5は実行時間を示している．ここでプロセッサ台数は �5台を用いている．
図 5から従来の直交化の基準を用いた場合，B@�法に対し，�@�法は /倍程度の高

速化がなされている．一方，混合法では，�@�法に比べて �=5倍程度高速に処理がなさ
れている．この結果はある意味では驚くべき結果である．なぜならば，直観的に混合法は
�@�法よりも遅くなると考えられるからである．このような現象が観測された理由とし
て，直交性が �@�法に対して良くなったことにより，収束までの反復回数が減り，その
結果として速度向上がなされたのではないかと考えられるが，詳しい解析は今後の課題で
ある．

� おわりに

本報告では，分散メモリ型並列計算機で全固有値，全固有ベクトルを求めることが可
能な並列固有値ソルバーを実現して実行性能を報告した．現状では，最も問題となる処理
は逆反復における再直交化処理である．本報告において，この再直交化処理を並列化す
る実装を試み，従来の再直交化では全く並列処理の効果が得られなかった問題に対して，
�@�法を用いた再直交化処理を行えば同精度の解が得られる条件で約 (=�倍程度の高速
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図 5& 逆反復法における再直交化アルゴリズムと並列実行速度 �'	,!" D
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化が得られる場合があることを示した．
一方，今回我々は �@�法による並列再直交化を行いつつ，収束した時点でB@�法を

用いて直交性を向上させる混合的な再直交化アルゴリズムを示した．'	,!" D
	1
����行
列による実験結果から，甚だしい重複固有値があるような問題を処理する場合において
は，このアルゴリズムは精度と実行速度の両方の面においても，その他の再直交化の方式
に対して優れている可能性がある．
今後の課題として，直交化アルゴリズムに関する性能評価をもっと多くの例題とアル

ゴリズムで追試する必要があると考えている．次に，今回提案した混合的な再直交化法中
の �@�法であるが，この直交化処理は最初の数回の反復で固有ベクトルの方向が定まれ
ば事実上は不要な処理といえる．よって �@�法で収束まで毎回再直交化する必要はない
かもしれない．いずれにせよ，実験的もしくは理論的に研究しないと一概にはいえない．
最後に，本報告で紹介したソルバーを分子軌道計算等の実際の工学シミュレータに実装し
て実用性の評価を行うことも今後の課題である．
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