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データ再分散を行う並列���������	
�再直交化

片 桐 孝 洋 ����

本報告�では ���������	
�法 ����法
を用いた再直交化処理の並列アルゴリズムにおいて，デー
タ再分散を行うことで列方向分散 ���������	�� �	���	���	��，���
 における低い並列性を改
善する再直交化方式を提案する．提案方式を用いた並列再直交化を，固有ベクトル計算のための逆
反復法に実装した．��クラスタおよび国産スーパーコンピュータ � 種 �������� ���   !"��，
#�$	��� %���  !&�，および '(� �)�*!+,�"�
 を用いて提案方式が実装された並列逆反復法を
評価したところ，���を用いた従来法に対し，修正 ��� 法を利用した再直交化で最大約 - 倍，古
典 ��� 法を利用した再直交化で最大約 �.* 倍の速度向上が得られた．

� この報告は，������ ��	
��� 
���� 
��� ����� 年 � 月 �� 日登録� であるが，電気通信大学情報シス
テム学研究科技術報告 ������������� ����� 年 �� 月  日登録�，および ���� 年 ハイパフォーマンスコ
ンピューティングと計算科学シンポジウム（ＨＰＣＳ２００４） ����� 年 � 月 �� 日発表� 日本科学未来館み
らい ��
 ホール（臨海副都心），ＨＰＣＳ２００４ 論文集，!!�"#� ，にて発表された論文をもとに，加
筆・修正・削除を行ったものである．
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�� は じ め に

直交化処理は，固有値計算や ��分解といったよう
な線形計算を実行する場合においてもっとも基本的，
かつ重要な処理の �つである��．それゆえ，多くの研
究者が ��分解などの直交化処理について研究を行っ
ている�����．たとえば �����	
���らは ��分解につ
いて，行方向分散方式および列方向分散方式における
並列アルゴリズムの性能解析を行っている��．一方で

�����
�����
�
�らは，�� 分解において適応的に
並列性の高い直交化方式を選択することで並列性の改
善をおこなった��．
この論文では �� 分解ではなく，������������

� 電気通信大学大学院情報システム学研究科
$	%&'%�� �()��* �+ ��+�	,%���� �-���,�. /)� ���0�	�

���- �+ �*�(�	����,,'��(%�����

�� 科学技術振興機構さきがけ，12��/3. 4�/

�����直交化法による再直交化処理の並列化手法につ
いて取り扱う．この ������������再直交化は，デー
タ分散方式，および直交化アルゴリズムの種類 �修正
���，古典 ����の違いにより，全く異なる並列性を
示すことが知られている��．
固有ベクトル計算のための逆反復法 ���	
��
 ��
���

���� �
����� ����に ���再直交化を適用する場合，
対象となる行列の数値特性にも依存するが，全体の実
行時間に対し逆反復法の時間が �� 以上を占め，さ
らにこの逆反復法の時間のうち ��� 再直交化の時間
も �� 以上を占めることが報告されており��，高速処
理が望まれている．この ���中の ���再直交化を並
列化する場合，���の処理自体の自然な並列性を抽出
するためデータ分散を列方向分散とする方式がよく利
用されるが，このデータ分散方式では直交精度と並列
性のトレードオフの問題が生じる☆ことが知られてい

☆ /5����& 6�(�,!�������を利用する，再直交化が不要な逆反



!

る��．
直交精度と並列性のトレードオフは，直交精度が高

い修正 ��� 法が列方向分散方式において逐次化され
ることから生じる．ところが ���再直交化アルゴリズ
ム単体で考えると，行方向分散方式では修正 ���法，
および古典 ���法ともに並列性を抽出できることが
知られている��．しかし残念なことに，行方向のデー
タ分散を行うと，��� 中の再直交化以外の処理 �"#
分解，前進・後退代入，および正規化�が逐次化され
る．このことで，���再直交化における並列性を利用
する効果が出ない．
そこで本論文では，���が有する自然な並列性を抽
出できる列方向分散方式を採用しつつ，並列 ��� 再
直交化の直前でデータの再分散を行い行方向分散に変
更し，かつこの再分散された行方向分散データを重複
して所有することで並列 ���再直交化の並列性をも
抽出する並列再直交化方式を提案する．
この論文の構成は以下の通りである．第 !章で，逐
次 ��� 再直交化アルゴリズムをデータ依存の観点か
ら説明する．第 $ 章では，逐次 ���再直交化アルゴ
リズムに基づく，並列 ��� 再直交化アルゴリズムに
ついて述べる．第 %章では，データ再分散を行う新し
い並列再直交化方式の提案と，実際のアプリケーショ
ンの一例である固有ベクトル計算のための ���に適
用した場合の性能解析を行う．第 &章は，'(クラス
タおよび $種の国産スーパコンピュータを用いて性能
評価を行う．最後に第 )章で，この論文で得られた知
見をまとめる．

�� ���再直交化法の逐次アルゴリズム

��� 法を用いた再直交化を実行するために，以下
の !種の方法が広く利用されている．それらは，古典
���法と修正���法である．古典���法は ���直交
化の式を単純に実装した方法であり，修正 ��� 法は
高い精度を得るために計算式を修正した方法である．
この章では，データ依存の観点からこれらの方法の並
列性の違いを説明する．なおこの並列性の違いは，各
方法におけるベクトル単位でのデータ依存の違いから
生じる．
��� 古典 �����	
���
� �古典��	� 法
再直交化をするための古典���法を図 �に示す．こ

こで �，�をベクトルとするとき，図 �中の表記 ��� ��
は内積を示している．
図 �では，最内側の計算 �!�*�%�は並列性を有する．

この理由は，内積 ��� � ���が初期ベクトル �� を得た
地点で並列に実行できるからである．

復法が ��6)�**��により提案されている	�．ところがこの方法
は，固有値の重複度合に左右される．固有値が重複している場
合，本質的に逆反復法中の再直交化は避けられない．
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図 � ベクトル �� に対する再直交化における古典 $�� 法

��� 修正 �����	
���
� �修正��	� 法
再直交化をするための修正 ���法を図 �に示す．
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図 � ベクトル �� に対する再直交化における修正 $�� 法

図 ! では，最内側の計算 �!�*�%� の内積で並列性が
ない．この理由は，�$�で定義されるベクトル �


��
� の

計算に関して，一つ前のループで定義されたベクトル
�

����
� を参照しているからである．すなわち計算 �$�

では，ループ伝搬のフロー依存が存在する．フロー依
存が存在するため，そのままでは並列化ができない．
この理由から，多くの研究者が修正 ��� 法による再
直交化は並列処理に向かないと主張している．

�� ���再直交化法の並列化

並列処理をする場合 ��� 法による再直交化は，逐
次処理のデータ依存とは別の理由で，参照されるベク
トル ��� ��� ���� ���� のデータ分散方式により，異なる
並列性を示すことが知られている��．この章では，こ
の並列性について説明する．
��� 列方向分散
まず，列方向分散（(��,���-��
 
�����.,����，

(-
）と呼ばれる単純な分割方式について説明する．
(-
は正規化されたベクトル �� と参照されるベク
トル ��� ��� ���� ���� に関して，その構成要素を分散せ
ずにベクトル全体を '/ �'���
����0 /�
�
��� に割
り当てる分散方式である．以降，(-
に基づく並列
アルゴリズムの実装の詳細について議論する．
����� 古典��	法
図 �は (-
における古典 ���法による再直交化
方式を示している．図 $中の 1"����2という表記は，
以降に示す式がローカルデータ（分散されたデータ）
のみを用いて実行されることを表している．図 $では，
計算 �3� ��� において並列性がある．
����� 修正��	法
図 �は修正 ���法による (-
における再直交化
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図 � 列方向分散における古典 $�� 法

方式を示している．図 %中の計算 �%�においては，並
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図 � 列方向分散における修正 $�� 法

列性が皆無である点に注意する．これは (-
では
本質的に �


����
� と ���� を所有する '/ と，�


��
� と

�� を所有する '/が違うことによる．このことから，
(-
での修正 ��� 法による再直交化は基本的に並
列性がない．
��� 行方向分散
次にもう一つのよく使われる分散方式である，行方
向分散（��6�-��
 
�����.,����，�-
）について説
明する．�-
は，ベクトル �� と ��，および直交化
済ベクトル ��� ��� ���� ���� に関して，その構成要素を
分割して分散する方式である．したがって全ての '/
は，これらベクトルの一部を所有している．(-
と
�-
の違いは，(-
ではベクトルの構成要素を分
割しないのに対して，�-
では構成要素を分割して
分散させる点であることに注意する．
�-
では内積 ��� � �


����
� �と ��� � ���に関して，古

典 ���法でも修正 ���法でもリダクション演算が必
要になる．なぜなら，各 '/はこれら内積を実行する
ためのベクトル全てを所有していないからである．

����� 古典��	法
図 �は古典 ���法の再直交化アルゴリズムである．
図 &中の表記の 1���.�� �,�2は，リダクション演算
であり，分散されたデータを加算してから，その結果
を '/全てに放送する．このリダクション演算は�'�
��
���0
 '�����0 ���
�7��
�の���������	
�� 関数
を利用して実装できる． 図 &では，最内側ループで
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図 � 行方向分散における古典 $�� 法

���.�� �,�演算が必要でないことがわかる．この理
由は，古典���法では最内側ループで毎回定義される
内積値を必要としないことによる．またこのことは，
! 章で説明された事項からも導かれる．すなわち ��

ループの方向の依存関係が存在しないからである．こ
の内積値は，正規化前に定義された値を参照すること
で容易に計算が可能となる．
なお ���.�� �,�演算のベクトル長は，直交化する
ために参照するベクトルの個数 �� � に依存する．
����� 修正��	法
図 �は，修正 ���法による並列再直交化アルゴリ

ズムである．図 )では，'/に分散されたデータに関
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図 � 行方向分散における修正 $�� 法

するリダクション演算が本質的に反復ごとに必要とな
る．なぜなら，���.�� �,�演算が最内側ループにあ
るからである．第 ��反復において修正 ���法は，第
�� ��反復での内積値を必要とするので，���.�� �,�
演算を最内側ループに書くしかない．このことは ! 章
での説明において，��ループの方向でのフロー依存の
存在から説明できる．
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�� データ再分散を行う並列再直交化方式

��� 前提となる所有情報
提案する並列再直交化方式の適用例として，固有値・
固有ベクトル計算のための ���に実装することを考
える．この並列 ���がよびだされる前に，二分法な
どの方法を用いて全固有値の上限と下限が計算されて
おり，全 '/がその情報を所有していると仮定する．
たとえば，第 �番目の固有値の上限と下限は，それぞ
れ，	����と 	����に格納されていると仮定する．ま
たこのデータの所有により，全 '/が計算中の第 
固
有ベクトルに関連する重複固有値の範囲について，独
立に算出できると仮定する．
��� 前提となるデータ分散方式
いま ��
��� 台の '/ を利用し，その '/ 番号を

���� + �� �� ���� ��
���� �とする．このとき，以下
に示すデータを所有する '/番号 ��は，
� 実対称三重対角行列 �：全'/が全データを所有，
� 固有値 	� �� + �� ���� ��：
�� � ���� ��������
����� 番 '/が所有，

� 固有ベクトル �� �� + �� ���� ��：
�� � ���� ��������
����� 番 '/が所有，

とする．ここで，�� � ��
��� � � の場合は，�� �
��
���� �とする．
計算中の第 
 番固有ベクトル，および ���再直交
化で参照されるデータの分散方式は行方向分散方式
��-
� であるが，��� 中で利用する固有ベクトル
データは列方向分散 �(-
�としても重複して所有し
ていると仮定する．作業領域として列方向分散のデー
タを所持しているので，���中で行われる "#分解，
および前進・後退代入での通信が発生しない☆．
以下に，再直交化すべき固有ベクトルに関するデー

タ所有情報をまとめる．なお，�� は現在計算中の固
有ベクトル �� と再直交化すべき固有ベクトル番号の
うち，もっとも小さいものの番号をさす．また ��は，
現在計算中の固有ベクトル �� と再直交化すべき固有
ベクトル番号のうち，もっとも大きいものの番号をさ
す．この計算すべき固有ベクトルに関する範囲情報の
��と ��は，二分法などでの固有値計算結果から ���
ルーチンが実行される前に静的に与えられる．
� 現在計算中の固有ベクトル ��：

� (-
として �� � ��
���������
�����番
'/が �� を全部所有，かつ，

� �� � ��� � ��������
����� �� + ����������

番 '/が ��の要素を �-
された形で所有．

☆ ただしこの �� 分解と前進・後退代入は逐次処理である．たと
え行方向分散方式 �2�6� を利用して並列化を試みても，��7
中で利用される三重対角行列用 �� 分解で逐次化される．また
前進代入処理において，枢軸選択結果に起因するベクトル収集
のための通信が必要，という問題も生ずる．なお直交化の不要
なベクトルについては，全く独立に並列計算可能である．

� �� と再直交化すべき固有ベクトル �� �� +

��� ���� 
 � ��：
� (-
として �� � ���� ��������
�����番
'/が �� を全部所有，かつ，

� �� � ��� � ��������
����� �� + ��� ���� ���

番'/が，��の要素を�-
された形で所有．
ここで上記の '/ 番号計算において，��� �� � �� �
��
���� � となる場合は，��� �� � �� � ��
���� �

とする．
�-
の分散方式には任意性がある．いま対象の直
交化すべきベクトル長を �とし，再直交化済の固有ベ
クトルを所有する '/数を ��
�����とする．このと
き �����
������ 個の連続する再直交化すべきベク
トルの構成要素について，再直交化済の固有ベクトル
を所有する各 '/が所有する「ブロック分散方式」を
仮定する．ここで割り切れず直交化すべきベクトルの
構成要素が余る場合，余ったベクトルの構成要素は再
直交化済の固有ベクトルを所有する '/のうち，最も
大きな番号の '/が所有するものとする．
固有ベクトルに関する出力のデータ分散方式は，列
方向分散方式 �(-
�を仮定する．
��� 提案方式を利用した並列逆反復法
図 �に提案する再直交化方式の概略を示す．図 4の

��� (-
として格納されているベクトル �� を，
�-
として再分散；

�!� �-
として �� を格納；
�$� �-
として格納されている��を，すでに �-


として格納されている再直交化すべきベクトル
�� �� + ��� ��� 
 � ��を用いて並列再直交化；

�%� 再直交化された �-
として格納されている
�� を，(-
として再分散；

�&� (-
として �� を格納；

図 � 提案する並列直交化方式の概略

提案方式は，(-
として分散されているベクトルデー
タを �-
に再分散するフェーズ �行 ����，�-
さ
れているベクトルデータを用いて再直交化するフェー
ズ �行 �$��，および �-
されている再直交化済のベ
クトルデータを (-
に再分散するフェーズ �行 �%��

から構成される．図 �に，図 4で示したデータ再分散
を行う並列再直交化方式を利用する並列 ���のアル
ゴリズムをのせる．
図 �，図 ��，および図 ��に，それぞれ，並列再直
交化ルーチン ���，並列再直交化ルーチン �!�，および
並列再直交化ルーチン �$�の概略をのせる．また図中
の 1行方向分散による並列 ���再直交化2には，図 &
の古典 ���法か図 )の修正 ���法のいずれかのアル
ゴリズムが適用される．また図中の枠は，図 4の提案
する再直交化方式が使われていることを意味する．



&

�� � ��	
�	 + ��8����5�； ��
� + ��8�����5��；
�! � �� ���
���� �番 '/� ��
� + �；
�$ � 
� � + ��	
�	� ��
�
�% � 9	� + �	���� 5 	������!；
�& � 乱数で初期ベクトル 9�� を生成；
�) � � � 9	�� の三重対角行列を "#分解；
�4 � 
� ���
 + �� ��� ��� 

�3 � 現在計算中の固有ベクトル番号情報 
を
9	�と重複する 固有値を所有する '/から
検索して情報を共有させる；

�� � �� � � 9	�は重複固有値�������
 ! ��
������ 9	�は '/間に重複している� � ����

���� 並列再直交化ルーチン ���；
���� ��
��

��!� 前進・後退代入から 9�� を求解；
��$� 9�� の正規化；
��%� �� � 9	�は重複固有値� ����
��&� 並列再直交化ルーチン �!�；
��)� ��
��

��4� 9�� の正規化；
��3� ��:�
�0�商による 9	� の改良；
���� 残差 
�� + 		� 9�� � 9	� 9��		の計算；
�!�� �� �
�� ! 9"� ���
ループの終了；
�!�� ��

�

�!!� �� � 9	�は重複固有値� 収束ベクトル 9��の放送；
�!$� ��

�

�!%� �� � � 9	
��
�������は重複固有値������
� 9	
��
�������は '/間に重複している� �

����

�!&� 並列再直交化ルーチン �$�；
�!)� ��
��

図 � データ再分散を行う並列再直交化方式を利用した ��7．なお
�� � ��������	� とおいた．

��� 性 能 解 析
ここでは (-
を用いた従来法と，データ再分散を
行う提案法について実行速度の解析を行う．いま議論
を簡単にするために，再直交化すべき固有ベクトルの
数を �，固有ベクトルの長さを �とし，同じ個数各
'/に分散されていると仮定する．このとき直交化の
ための修正���法の演算時間を，列方向分散方式 �従
来法�では #�����，および行方向分散方式 �提案法�
では #����� と表記する．また古典 ���法の演算時
間も同様に，#�����，#����� と表記する．
通信に関する時間，すなわち，長さ � のデータを
リダクション演算する時間，転送する時間，放送する
時間，および収集する時間を，それぞれ，������� ��，
���
����，����
���� ��，および ��
	������ ��とする．
ここで �はプロセッサ台数である．

�� � �� � 9	�は '/間で重複していない� ����
�! � 逐次 修正 ���法；
�$ � ����

�% � 9�� の受信；
�& � 9���� + � 9��を行方向分散として格納�；
�) � �� � 9��は収束ベクトル� ����
�4 � 現在計算中の固有ベクトル番号情報 
の検索；
�3 � �� �
 �
;� ��  ��� ��$�；
�� � ��
��

���� 行方向分散による並列 ���再直交化 � 9���� �

���� 固有ベクトル 
を所有する '/に 9����
を転送；

��!�  ��� �%�；
��$� 
�����!�

��%� ��
��

図 	 並列直交化ルーチン ��� の概略

��� 9	� の重複固有値を所有する '/へ 9�� を送信；

�!� 9���� + � 9��を行方向分散として格納�；
�$� 行方向分散による並列 ���再直交化 � 9���� �；
�%� 9	� の重複固有値を所有する '/から

9����� を受信；
�&� 9�� + � 9����� を列方向分散として格納�；

図 �
 並列直交化ルーチン ��� の概略

��� 現在計算中の固有ベクトル番号情報 
の検索；
�!� 9�� の受信；

�$� 9���� + � 9��を行方向分散として格納�；
�%� 行方向分散による並列 ���再直交化 � 9���� �；

�&� �� � 9��は収束ベクトル� ����
�)� �� �
は重複固有値の最後か�  ��� ����；
�4� ��
��

�3� 固有ベクトル 
を所有する '/に 9���� を転送；
���  ��� ���；
���� 
�����!�

図 �� 並列直交化ルーチン ��� の概略

����� 修正��	法
従来法である列方向分散方式による修正 ��� 法再
直交化の時間を ������，提案手法である行方向分
散方式による修正 ���法再直交化の時間を ������

とする．ここで最悪の時間を考慮し，固有ベクトル�

本と再直交化しなくてはならない場合を考える．この
とき，従来法の時間 ������ は，

������ 
 � � ���
���� 5 � � #����� ���

となる．
一方，提案手法の時間 ������ は，



)

������ 
 ����
���� �� 5 #�����

5� � ������� �� 5 ��
	�������� ��

�!�

となる．このとき従来法よりも提案手法が高速になる
条件 ������ � ������ を考慮したプロセッサ台
数 ���� は，

���� � ��#���
� 5� � �#���� 5

�#�
	��� 5 ##�� ���

���#��
� 5 �� �$�

となる．ここで，
�#���
� � ����
���� ���#����� �

�#���� � ������� ���#����� �

�#�
	��� � ��
	�������� ���#����� �

##�� �� � #������#����� �

�#��
� � ���
�����#����� � �%�

とおいた．式 �$� のしきい値となるプロセッサ台数
����が小さいと，提案法がより有効となる．したがっ
て通信時間と演算時間の比である，�#���
�，�#����，
�#�
	���，および ##�� �� の値が小さい状況では
提案法の効果が期待できる．また �#��
�の値が大き
い状況のほうが，提案法の効果が期待できる．
����� 古典��	法
修正 ��� 法と同様に，従来法である列方向分散方
式による古典 ���法再直交化の時間を ������，提
案手法である行方向分散方式による古典 ��� 法再直
交化の時間を ������ とする．このとき，従来法の
時間 ������ は，

������ 
 ����
���� �� 5#�����
5��
	������ �� 5 #������ ��� ��

�&�

となる．ここで，列方向分散方式における古典���法
で逐次化されるベクトル加算の時間を#������ ��� ��
とおいた．
一方，提案手法の時間 ������ は，
������ 
 ����
���� �� 5 ������� ��

5#����� 5 ��
	�������� �� �)�

となる．このとき，従来法よりも提案手法が高速にな
る条件 ������ � ������ は

��#�
	������ 5 ##����� 5 ���

��#�
	�������� 5 �#���� 5 ##�� ��� � �

�4�

となる．ここで，
�#�
	������ � ��
	������ ���#����� �

##����� � #������ ��� ���#����� �

�#�
	�������� � ��
	�������� ���#����� �

�#���� � ����������#����� �

##�� �� � #������#����� � �3�

とおいた．式 �4�の条件を成立させやすくすると，提案
法が従来法より有効となる．したがって，通信時間と演
算時間の比である �#�
	������および ##����� は
大きく，�#�
	��������，�#����，および ##�� ��

は小さい値をもつ状況のほうが，提案法が有効である
ことが期待できる．
実際の再直交化では，再直交化の時間は各 '/で均
一でなく，また再直交化すべき個数 �も逆反復が進
むにつれ �から�まで �ずつ増加していく．したがっ
て単純に式 �$�と式 �4�の条件で決まるわけではない．
しかしこれらの条件は，従来法より高速となる目安に
なるものと考えられる．

	� 性 能 評 価

この章では，%種の並列計算機を用いて各種再直交
化方式を評価する．再直交化方式の評価のため ���に
並列化された再直交化を実装した．
��� 計算機環境
性能評価のため，以下の並列計算機を用いた．
� '(クラスタ：ノードのハードウエア ����
� '
��
��,�%，!���<=�，ノード数 �%ノード �，ノード当
たりの搭載メモリ ���>，
��
�� �
�?�@/((
!&)�>8%�，�> �?�#�A
B '%A�/5?，���B
�%43
対応�，ネットワークカード ����
� /��
�/C�

D�
��'�����5�，���"��,C !�%���$%�，通信ライ
ブラリ ��'�(< ��!���，コンパイラ �'�� E���
������コンパイラ，%���!�，コンパイラオプショ
ン ��7����．

� <�A?(<� ��3���@�''：東京大学情報基盤セ
ンタ所有．ノード当たりの '/ 数 �3'/�，ノー
ド当たりの理論性能 ��%�%�E"�'��，ノード当
たりのメモリ ��)�>�，通信網トポロジ �$ 次元
ハイパークロスバ�，最大通信性能 �片方向で ��)
�.:�
�@�，双方向で $�!�.:�
�@��，コンパイラ
�日立 最適化 E�������� �����&�@?�，コンパイ
ラオプション ������� �����		
	���，通信ライブ
ラリ �日立製�'��．

� E,F���, �''3��@)$：京都大学学術情報メディア
センタ所有．ノードにおける理論性能 �3�E"�'�
のベクトルユニット，および ���'� のスカ
ラユニット�，ノード当たりのメモリ �3�>�，
通信網トポロジ �クロスバ網�，最大通信性能
�$�!�.:�
�@��， コンパイラ �E,F���, #G'@�

E������@�'' �!�"!��，コンパイラオプション
���
 ����，通信ライブラリ �富士通製 �'��．

� H/( �G�&@�!3�3：大阪大学サイバーメディアセ
ンタ所有．ノード当たりの '/数 ��)'/�，ノー
ド当たりの理論性能 ��)��E"�'��，ノード当た
りのメモリ ��!3�>�，コンパイラ �H/( E���
A�?H��@�G�，コンパイラオプション ��� �����，
通信ライブラリ ��'�@�G�．
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表 � 提案する再直交化方式の効果．�実行時間，単位は秒�

�%� 1� クラスタ � ノード �� 8 ��

固有ベクトル数 �9� �����9� �.������9� �.������9� �.������9� �.������9� ��.�������9�

7$�����従来法� :: � � :�" �.� � �.:�� �:. ��

7$�����提案法� �.��� �.":"  .�� ��.��� ��.� : :�. ��

�$�����従来法�  � � � �:: �. �� �.��: :."� 

�$�����提案法� ��� ���  � �.�"� �.�"� :.���

��� ;�/��;� �2:���<711 � ノード :1� �� 8 :�

固有ベクトル数 �9� �����9� �.������9� �.������9� �.������9� �.������9� ��.�������9�

7$�����従来法� ���  �� �.��� :.��� ��.��  �.��"

7$�����提案法� � ��: ��� �.":� �.��� ��.���

�$�����従来法� �� ��� �� �.��� �.��� ��.���

�$�����提案法� �� "� ��� �.� � �. �:  .�"�

�(� ;�/��;� �2:���<711 � ノード ��1� �� 8 ���

固有ベクトル数 �9� �����9� �.������9� �.������9� �.������9� �.������9� ��.�������9�

7$�����従来法� ��� ��� �.� " �.��: ��.��� ��.� �

7$�����提案法� ��� ��� �.�:�  .��� ��.�� � .���

�$�����従来法� �: ��" ���  ": �.��� �.�:�

�$�����提案法� �� "� ��� ��: �"� �.���

�&� ='>���' ?11:��< � � ノード �� 8 ��

固有ベクトル数 �9� �����9� �.������9� �.������9� �.������9� �.������9� ��.�������9�

7$�����従来法� �� �� ���  �� "�� �.�"�

7$�����提案法� �� ��� ��� �.�� �.��: ".��"

�$�����従来法� �� �� "� ��" � � �.  �

�$�����提案法� �� ��  � �:� � � : �

��� ='>���' ?11:��< � : ノード �� 8 :�

固有ベクトル数 �9� �����9� �.������9� �.������9� �.������9� �.������9� ��.�������9�

7$�����従来法� �� �� ���  �� "�� �. ��

7$�����提案法� �� ��� ��� �.��" �.��� ��.���

�$�����従来法� �� �  : ��� �"� ":�

�$�����提案法� �� �� �� ��: � � ��:

�+� 
�� �@��<��:7: � ノード �1� �� 8 ��

固有ベクトル数 �9� �����9� �.������9� �.������9� �.������9� �.������9� ��.�������9�

7$�����従来法� �: � � ��� �.��� �.�  ��.���

7$�����提案法� "� ��� �.��� �.�� �.��� �:.��:

�$�����従来法� �� � �� ��� ��� �."�"

�$�����提案法� �� �� �� ��� �"" ��"
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��� 並列逆反復法 �""#�の詳細
我々が開発した ���ルーチンの詳細は以下の通り

である．
� 処理行列 I 実数対称三重対角行列 �

� 計算対象 I 昇順にソートした固有値に対する固有
ベクトル第 �番から第�番

� アルゴリズム I ��:�
�0�商改良付き ���
� 要求される誤差 I 残差ベクトルのノルム 		��� �

	���		�を解からの誤差とみなすとき，誤差 		� 		�
� "� �� + �� !� ���� ��以下を要求する．ここで "

はマシンイプシロンで，�� � 

 はこの固有方程
式の第 � 番固有ベクトル，	� � 
は第 � 番固有
値である．

� 密集固有値判定法：距離 ��� � 		� 		� � ���
 と
すると，		� � 	���	 ! ���� �� + !� $� ��� �� かつ
	�は昇順にソート済�となる固有値全てを密集固
有値とみなす �'
�
���-��B�����の方法�

なお ���では，行列の数値特性に依存する反復回数
が全体の実行時間を左右する．ここでは /��'?(Jの
���を用いたルーチンである A�H��Aルーチンにお
ける最大反復回数��� を考慮し，各固有ベクトル収束
までの反復回数を &回に固定して評価を行う．
��� 実装した並列再直交化の説明
我々が実装した並列再直交化を以下に示す．
� (������従来法�：(-
による '/内再直交化
として修正 ���法を用いた並列古典 ���法

� �������従来法�：(-
による逐次化される修
正 ���法

� (������提案法�：�-
による '/内再直交化
として修正 ���法を用いた並列古典 ���法．再
直交化前@後にデータ再分散が行われる．

� �������提案法� ：�-
による並列修正 ���
法．再直交化前@後にデータ再分散が行われる．

��� 試 験 行 列
試験行列は，������ 次元の E���B行列を三重対角
化した行列とする．行列特性は以下の通りである．
� 密集固有値とみなす距離：��� 
 &3�%4�
� 密集固有値のグループ数 I 3
� 最大密集固有値群I 昇順にソート済の場合，第 �
番から第 ����$ 番固有値

なお E���B行列は，次のように定義される：
� + ����� � ����C��� �� 5 �� ��� � + �� !� ���� ��

��� 実 験 結 果
表 �は，(-
を利用した従来方式と �-
を利用

した提案方式とを，各並列計算機上で実行した結果を
示している．なおこの試験行列においては，E��.
��,�
ノルムによる直交精度の評価では，修正 ��� 法と古
典 ���法間での精度差は生じなかった．
図 ��は，各並列計算機上での従来方式の実行時間

を �としたとき，提案方式でどれだけ高速化されるか
の割合を示したものである．表 �および図 �!から修

正���法においては，��3���を利用したときのみ従
来法より高速化され，その最大高速化率は約 %倍であ
る．また古典���法では，'(クラスタ以外で速度向
上がみられ，その最大高速化率は �G&の約 $�& 倍で
ある．
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図 �� 各並列計算機上での従来法に対する速度向上比

図 �� は，'( クラスタ，��3��� ��� + 3�，
�''3�� ��� + %�，および �G&での，修正 ���法
と古典 ���法の実行時間を示している． 図 �$から，
修正 ���法においては
� �''3���従来法�＜�''3���提案法�＜ �G&�従
来法� ＜ ��3����提案法� ＜ '( クラスタ �従来
法�＜ �G&�提案法�＜ ��3����従来法�＜ '(ク
ラスタ �提案法�

の順番で高速となる．一方，古典 ��� 法においては
高速となる順序が，計算すべき固有ベクトル数に応じ
て変化している．計算すべき固有ベクトル数が !����
未満のとき，
� �G&�提案法�＜�''3���提案法�＜ �''3���従
来法� ＜ �G&�従来法� ＜ ��3����提案法� ＜
��3����従来法�＜ '(クラスタ �従来法�＜ '(
クラスタ �提案法�

の順序で高速となる．計算すべき固有ベクトル数が
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図 �� 各並列計算機上での実行時間

!���� 以上のとき，
� �G&�提案法�＜�''3���提案法�＜�''3���従
来法�＜ �G&�従来法� ＜ ��3����提案法�＜ '(
クラスタ �提案法� ＜ '( クラスタ �従来法� ＜
��3����従来法�

の順序で高速となる．
��� 考 察
表 �に式 �$�および式 �4�で示した，演算時間に対

する比のパラメタ値をのせる．なお ��3���では 3'/
利用時，�''3��では %'/利用時のパラメタをのせ
ている．このパラメタ値は，#������ を除く計算時
間パラメタは �� 回，#������ と全ての通信時間パ
ラメタは ������ 回の時間を計測し平均を算出後，こ
の平均値を利用し算出した．
表 !から修正 ���に関して，��3��� のみで従来
法に対して高速化された理由を考える．その理由とし
て，以下が推察される．
� 固有ベクトル計算 &��個のとき，�対 �通信時間
と計算時間との比 �#��
�がその他の計算機と比
べて大きい．したがって，従来法の通信時間の遅
さが提案法を有利にさせた．

� 固有ベクトル計算 ������ 個のとき，リダクショ

表 � 通信時間と演算時間との比に関するパラメタ．各パラメタの
単位はミリ秒．�問題サイズ � 8 ��
 ����

�%� 固有ベクトル ��� 個計算時
機種 1� �2:��� ?11:�� �@�

	�
���
 ������ ���"� ������ ���� �

	���
� ������ ������ ���� � ������

	������� ������ ���":� ���� � �����:

���� �� ���� �" : ���� ��"�

	����
 ����:� ����� �����" ������

���� � ���� ���� ���� �: �

	���
� ����� ���" � ���� �����

	������� ����� ���� � ���" � ���  �����:

���� �� ��:� ����� ���� �:��

	������� ��� ����� ����" ���:� ���"�

�������
��� : ����: ���:� ���" 

式 ��� 値 ���� ���: ���" ���:

��� 固有ベクトル ��.��� 個計算時
機種 1� �2:��� ?11:�� �@�

	�
���
 ����� ����"� ����"� ����: 

	���
� ������ ������ �����: ����" 

	������� ������ �����" �����: ������

���� �� ����� �"�� ���� ����

	����
 ������ ����"� ���� � �����:

���� � ���� ���� ���� ���"

	���
� �����" �����: ����� �� "��

	������� ����� ������ ������ ���:�" ���� �

���� �� ��"� �"�� ���: �:� 

	������� ��� �����: ������ ���"�� ���� �

�������
����� �����" ���"�� �����

式 ��� 値 ���� ���� ���: ����

ン時間と計算時間の比 �#����がその他の計算機
と比べて小さく，かつ計算時間比 ##�� ��が小
さい．したがって大規模な問題では，問題サイズ
に比例して増加するリダクション時間と，従来法
に対する計算時間を小さく押えることができたの
で，結果として提案法が有利となった．
古典���法では，'(クラスタ以外の計算機で速度
向上が確認され，最大の速度向上が得られたのは �G&
である．その理由として，以下が推察される．
� '(クラスタでは，計算時間比 ##�� ��がその
他の計算機に比べ大きい．したがって，提案法の
計算時間の遅さが提案法を不利にした．

� �G&では，ベクトル収集時間と計算時間との比
�#�
	�������� がその他の計算機と比べて小さ
い．したがって，提案法におけるベクトル収集時
間の高速さが提案法をより有利にした．
一方，実際の実行時間で比較した場合 �図 �$� を
考察する．図 �$ のデータにおける各並列計算機の
理論性能は，'( クラスタは 3�E"�'�� ��3���は
�%�%�E"�'��'( クラスタ比 ��3 倍�，�''3�� は
$!�E"�'��'( クラスタ比 % 倍�，および �G& は
%�E"�'��'(クラスタ比 &倍�である．
修正 ���法では，以下が推察される．
� �G&は �''3��よりも理論性能が高いのにもか



��

かわわらず，�''3�� よりも約 $ 倍遅い．した
がって，理論性能比に対する効果を得られない．
この理由は，�G&においては，�''3�� よりも
従来法との相対的な提案法における計算カーネル
速度が遅いことに起因すると推察される �表 !を
みよ�．

� ��3���の従来法は固有ベクトル数が !��� 以上
の場合，'(クラスタの提案法と従来法よりも遅
い．これは，計算と通信に関する理論性能比相当
の効果を得られないことを意味する．この理由は，
計算時間に対する �対 �通信の性能比 �#��
�が
'(クラスタより悪いことに起因していると推察
される．

� '( クラスタと �''3�� との理論性能比は % 倍
であるが，双方の従来法における実行時間は約
&倍以上 �''3��のほうが高速である．これは，
�''3��の通信性能のよさに起因するものと推察
される．したがって，スーパーコンピュータの利
用は効果を奏することがある．
古典���法について，'(クラスタにおける従来法

と提案法のうち速いほうの時間を �としたとき，その
他の計算機における提案法がどれだけ高速化されるか
の比を図 ��に示す．
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古典 ���については，以下が推察される．
� 計算すべき固有ベクトル数が多くなると，��3���
の従来法は '(クラスタの実行時間より遅くなる．
したがって，スーパーコンピュータを利用する効果
を奏しない．この理由は '(クラスタに対して，計
算時間に対するベクトル収集時間 �#�
	��������
が悪いことが影響したものと推察される．

� '(クラスタのもっとも高速となる実行時間に対
して，提案法では ��3��� で約 % 倍 �'( クラ
スタとの理論性能比 ��3倍に対し !�!ポイント�，
�''3��で約 ��倍 �'(クラスタとの理論性能比
%倍に対し !�&ポイント�，および �G&では約 �)

倍 �'( クラスタとの理論性能比 & 倍に対し $�!

ポイント�の高い理論性能比に対する効果を得て
いる �図 �%をみよ�．すなわちスーパコンピュー
タでは，理論性能比以上の効果を奏している．こ
の理由は，提案法の計算カーネルが従来法よりも
高速である �表 !での ##�� �� 値が小さい�こ
とから，ベクトル計算機での演算効率の高さ，お
よび '(クラスタに対してスーパーコンピュータ
では通信性能がよいこと，などが影響したと推察
される．

これらの考察より，提案方式はベクトル並列型の
スーパーコンピュータ上では，スカラ並列型の並列計
算機に対して理論性能比以上の速度向上が達成できる
方式であるといえる．したがってスーパーコンピュー
タ上では，提案法のより効率的な実行が期待できる．


� お わ り に

本論文では，従来より問題となっていた列方向分散
方式 �(-
�による並列������������再直交化の低
い並列性を，並列性がより高い行方向分散方式 ��-
�
による並列アルゴリズムを利用するようにデータを再
分散することで並列性を改良する方式を提案した．性
能評価の結果から，修正���法で最大 %倍，古典���
法で最大 $�& 倍の高速化を達成した．
提案手法が有効となる状況は，放送時間やベクトル収
集時間と計算時間との比である �#���
�，�#�
	���が
小さく，かつ �対 �通信時間と計算時間との比 �#��
�
が大きくなる並列計算環境である．�#���
�，�#�
	���
が小さいという条件から，大規模な '/を有する並列
計算機では不利となる．また �#��
�が大きいという
条件から，大規模な問題サイズでの実行は不利となる．
したがって性能評価で示したような，%*$! 台という
比較的小規模な '/構成で，かつスーパーコンピュー
タ上で ������ 次元程度の問題を解く場合に有効とな
る方式であるといえる．
本提案方式の本質はホットスポットにおいて，その
処理に向くデータ分散方式に再分散することにある．
本論文で示した固有ベクトル計算のための逆反復法の
ように，ホットスポットに向くデータ分散方式と，そ
れ以外の処理に向くデータ分散方式が異なるという処
理は多いものと推察される．ここで単純なデータ分散
方式の変更だけであるから，アルゴリズムの本質と関
係ないと解釈されるべきではない．逐次アルゴリズム
とデータ構造が切り離せないのと同様に，並列処理で
はデータ構造としてのデータ分散方式は切り離せない．
本論文の性能評価により，この実例を示した．
今後の課題として数値計算ライブラリにおいて，性
能オプションとして本方式を利用するための手法を開
発することがあげられる．たとえば，実行対象の並列
計算機の特性をモデル化することで，(-
と �-




��

でどちらのデータ分散方式が最適となるか固有値求解
ライブラリを実行しなくても決定できる手法の開発が
必要である．
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